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7. Suites et séries de fonctions

Suites de fonctions

1 ♡ Pour tout n P N, on considère la fonction

fn : x ÞÑ 1rn,n`1spxq

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de
la suite de fonction pfnqnPN sur R.

2 ♡ Dans chacun des cas suivants, étudier la
convergence simple et la convergence uniforme de la suite de
fonctions pfnqnPN‹ définies sur R`.

1. fn : x ÞÑ
nx

1` n2x2
.

2. fn : x ÞÑ
nx3

1` nx2
.

3. fn : x ÞÑ nx2e´nx .

4. fn : x ÞÑ nx2e´
?
nx .

5. fn : x ÞÑ
x sin xn
x ` 1

n

.

3 ♡ Étudier la convergence simple et uniforme
sur r0, 1s de la suite de fonctions pfnqnPN dans chacun des
cas suivants.

1. fn : x ÞÑ
n
3
2 x

1` n2x2
.

2. fn : x ÞÑ nαxnp1´ xq, selon la valeur de α P R.

3. fn : x ÞÑ
n e´x ` x2

n ` x
.

4. fn : x ÞÑ p1´ xqn sin
πx

2
.

4 Etudier la convergence simple et uniforme sur
r0, 1s de la suite de fonctions pfnq définie par :

@n P N, fn : x ÞÑ nxn sinpπxq.

5 Pour tout n P N, on pose

fn : x ÞÑ n cosnpxq sinpxq

1. Étudier la convergence simple de la suite pfnqnPN sur
“

0, π2
‰

.

2. Calculer

lim
nÑ`8

ż π
2

0

fnpxq dx et
ż π
2

0

lim
nÑ`8

fnpxq dx.

Qu’en déduire ?

6 On considère la suite de fonctions pfnq définie
par :

fn : x ÞÑ cosnpxq sinpxq.

Étudier la convergence simple et uniforme de pfnq sur r0, πs.

7 ♡ Pour tout n P N, on note

fn : x ÞÑ e´nx cospnxq.

Étudier la convergence uniforme de la suite pfnq sur R, sur
R‹, et sur ra,`8r pour tout a ą 0.

8 ♡ On considère la suite de fonctions pfnqnPN
définie par

fnpxq “

"

nxn ln x si x Ps0, 1s,

0 si x “ 0

pour tout x P r0, 1s et pour tout n P N.

1. Montrer que la suite pfnq converge simplement vers une
fonction f qu’on précisera.

2. A-t-on convergence uniforme de la suite sur r0, 1s ?

3. Montrer que pour tout a P r0, 1r, il y a convergence
uniforme sur r0, as.

9 Pour tout n P N, on pose

fn : x ÞÑ
xn

1` x ` . . .` xn

1. Étudier la convergence uniforme de la suite pfnq sur
r1,`8r.

2. Calculer
ż 2

1

fnpxq dx .

10 On pose pour tout n P N,

fn : x ÞÑ px2 ` 1q
n ex ` xe´x

n ` x

1. Montrer que la suite pfnq converge uniformément sur
r0, 1s.

2. Calculer

lim
nÑ`8

ż 1

0

px2 ` 1q
n ex ` xe´x

n ` x
dx.

11 Soit punq une suite de fonctions continues sur
un intervalle I, à valeurs dans C. On suppose par ailleurs

@n P N, @x P I, |unpxq| ď an,

où an est le terme général d’une série convergente. Pour tout
n P N, on note

Pn : x ÞÑ

n
ź

k“0

p1` ukpxqq

Montrer que la suite pPnq converge uniformément.

12 ♡ On considère une fonction g continue sur

1
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un segment ra, bs, et pour tout n P N, on note

fn : x ÞÑ
n

1` n2x2
.

Déterminer

lim
nÑ`8

ż b

a

fnpxqgpxq dx.

13 ♡ Soit pfnq une suite de fonctions de classe
C 1 définies sur R`, telles que

˛ @n P N, fnp0q “ 0,

˛ pf 1
n`2fnq converge uniformément vers la fonction nulle

sur R`.

Montrer que pfnq converge uniformément vers la fonction
nulle sur R`.

Séries de fonctions

14 ♡ Etudier la convergence uniforme sur R` de la série
de fonctions

ř

fn dans les cas suivants.

1. @n P N, fn : x ÞÑ
x

np1` nxq
.

2. @n P N, fn : x ÞÑ
x

p1` nxq2
.

15 ♡ On considère la série de fonctions
ř

ně1 fn,
où pour tout n P N‹,

fn : x ÞÑ ln
´

1`
x

n

¯

´
x

n

On pose, lorsque la somme est bien définie, Spxq “
`8
ř

n“1

fnpxq.

1. Montrer que S est bien définie, et dérivable sur r0, 1s.

2. Calculer S1p1q.

16

1. a. Montrer que la fonction

F : x ÞÑ

`8
ÿ

n“1

p´1qn

n ` x

est bien définie et continue sur r0,`8r.

b. Montrer que F est de classe C 8 sur r0,`8r.

2. Soient
ř

cn une série complexe absolument convergente
et

S : R Ñ C

t ÞÑ
`8
ř

n“0

cne
int

Montrer que S est bien définie, continue, et

@k P N,
ż 2π

0

Sptqe´ikt dt “ 2πck

17 ♡ Pour tout x P R‹
`, on note

Spxq “

`8
ÿ

n“1

1

n ` n2x
.

1. Montrer que S est bien définie, continue, décroissante
et tend vers 0 en `8.

2. Montrer que Spxq „
xÑ0

´ ln x .

3. Montrer que

Spxq „
xÑ`8

π2

6x
.

On pourra utiliser
`8
ř

n“1

1
n2 “ π2

6 .

18 Pour tout x P R‹
`, on pose

Spxq “

`8
ÿ

k“0

p´1qk

1` kx

1. Montrer que S est bien définie et de classe C 1 sur R‹
`.

2. Déterminer lim
xÑ`8

Spxq.
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