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7. Suites et séries de fonctions

Suites de fonctions
1 Yok ¥ Pour tout n e N, on considére la fonction

foix— ]l[n,n+1] (X)
Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de
la suite de fonction (f;)nen sur R.

2 % Y¢¥  Dans chacun des cas suivants, étudier la
convergence simple et la convergence uniforme de la suite de

fonctions (f;) ey définies sur R .

nx . 2 —/A
1. f i x—> ———. 4. fy: x— nxe .

L e " L

3 XSsin =

Q.fZXHinX . 5. f”:X'_) 1n

" 1 + nx?2 X+ 4
3. fy x — nxle ™,
3 % Y¢¥e  Etudier la convergence simple et uniforme

sur [0, 1] de la suite de fonctions (f,), . dans chacun des

cas suivants.

neN

3
nzx
1+ n?x2’
2. fp i x— n®x"(1 = x), selon la valeur de @ € R.

1. fp:ix—

ne—* 4 x2
n+x

4. fy i x— (1 —=x)"sin %

3. fh i x—

4 | % vy Etudier la convergence simple et uniforme sur
[0, 1] de la suite de fonctions (f,) définie par :

VneN, f,: x— nx"sin(mx).

5 % Yc¥r Pour tout ne N, on pose

fo @ x — ncos”(x) sin(x)

1. Etudier la convergence simple de la suite (f;),oy Sur
[0.2]:
2. Calculer

n—+00 n—+0o0

lim szn(x)dx et J lim  f,(x) dx.
0 0

Qu’'en déduire?

6 K yry On considére la suite de fonctions (f,) définie
par :
fn  x +— cos”(x) sin(x).

Etudier la convergence simple et uniforme de (f,) sur [0, 7].

7 % Y¢¥¢ Pour tout ne€ N, on note

n.

fn  x — e ™ cos(nx).

Etudier la convergence uniforme de la suite (f,) sur R, sur
R*, et sur [a, +oo[ pour tout a > 0.

8 % 7rv¢  On considére la suite de fonctions (f,) oy
définie par
[ nx"Inx six€0,1],
f”(x)_{o six =0

pour tout x € [0, 1] et pour tout ne N.

1. Montrer que la suite (f,) converge simplement vers une
fonction f qu'on précisera.

2. A-t-on convergence uniforme de la suite sur [0,1]7?

3. Montrer que pour tout a € [0,1[, il y a convergence
uniforme sur [0, aJ.

9 % Yr¥ Pour tout ne N, on pose

Xn

N
14+ x+...+x"

1. Etudier la convergence uniforme de la suite (f,) sur
[1, ool

fn:x

2
2. CalculerJ- fa(x) dx.
1

10| % Y ¥¢  On pose pour tout ne N,

neX 4+ xe™*
n+x

1. Montrer que la suite (f,) converge uniformément sur
[0,1].

2. Calculer

fo:x— (x*+1)

(R+1) = dx.
0 n+ x

lim
n—-+a0o

Jl neX + xe™*

11 %% ¥ Soit (u,) une suite de fonctions continues sur
un intervalle /, a valeurs dans C. On suppose par ailleurs

VneN, Vxel,

oll a, est le terme général d'une série convergente. Pour tout
n e N, on note

up(x)| < ap,

Ppix— H(l + Uk (X))
k=0

Montrer que la suite (P,) converge uniformément.

12 % % <  On considére une fonction g continue sur
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un segment [a, b], et pour tout n € N, on note

n
i x> T e
Déterminer .
nﬂTwL fa(x)g(x) dx.
13 % %3¢ Soit (f,) une suite de fonctions de classe

¢ définies sur R, telles que
o VneN, f,(0) =0,
o (f1+2f,) converge uniformément vers la fonction nulle
sur Ry.

Montrer que (f,) converge uniformément vers la fonction
nulle sur R, .

Séries de fonctions

14 Etudier la convergence uniforme sur R, de la série
de fonctions > f, dans les cas suivants.

1. %% VneN, fn:XHL.
n(1+ nx)

X

2. *** VnEN, fn:XHm.

15 K e On considére la série de fonctions 3~ ; f,,
oll pour tout n e N*,

fn:XHIn(lJri)—i
n n
+90
On pose, lorsque la somme est bien définie, S(x) = >, f(x).
n=1
1

1. Montrer que S est bien définie, et dérivable sur [0, 1].
2. Calculer S'(1).

16 | Y Yo
1. a. Montrer que la fonction
+0
(=1)"
F:x—
ngl n-+ x

est bien définie et continue sur [0, +o0].
b. Montrer que F est de classe € sur [0, +o0].

2. Soient Y, ¢, une série complexe absolument convergente
et
S R — C

+00 .
t —s Z Cnelnt
n=0

Montrer que S est bien définie, continue, et

27
Vk e N, f S(t)e ' tdt = 2mcy
0

17 % % ¥c  Pour tout x € R*, on note

+00 1

SC) = 2 oA

n=1

18

. Montrer que S est bien définie, continue, décroissante

et tend vers 0 en +0.

Montrer que S(x) ~o T Inx.
X—>

Montrer que

T
(x) ~ =
x—+00 6X
@ "
. .
On pourra utiliser 21 7=
n=

% % vc  Pour tout x € R%, on pose

+0 vk
S(X)ZE( 2

= 1+ kx

. Montrer que S est bien définie et de classe ¢ sur RY..

Déterminer lim S(x).
X—+00



