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6. Polynomes annulateurs et réduction

Sous-espaces stables

1 * ¥ Soient E un K-espace vectoriel de dimen-
sion finie et u,v € Z(E). On suppose que u est diagonali-
sable. Montrer que u et v commutent si et seulement si les
sous-espaces de propres de u sont stables par v.

2 * Yc¥e  Droite stable.
Soient E un C-espace vectoriel et ue Z(E).

1. Montrer qu'il existe une droite vectorielle de E stable
par u.

2. Le résultat est-il encore vrai si E est un R-espace vec-
toriel 7

3 %%k ¥ Soient E un C-espace vectoriel et u € Z(E).
Montrer qu'il existe un hyperplan de E stable par v.

On pourra considérer Im(u — Xldg), ou X € Sp(u).

4 | Soient E un K-espace vectoriel et u € Z(E) vérifiant

U2+U—2|dE :Of(E)-

Caractériser tous les sous-espaces de E stables par u.

5 %% 3¢ Soient E un K-espace vectoriel de dimension
finieet ue Z(E) et ue Z(E).

1. Montrer que u est diagonalisable si et seulement si tout
sous-espace vectoriel de E admet un supplémentaire
stable par u.

2. Si K = C, montrer que si tout sous-espace stable par u
admet un supplémentaire stable par u, alors u est dia-
gonalisable.

Polyndmes annulateurs, réduction

6 ) SAR%¢

1. Soit une matrice A € .#,(C) tel que AP = [,, ol p € N*.
Montrer que A est diagonalisable.

2. Le résultat est-il encore vrai si Ae #,(R)?

7 % Ycyr  Trouver toutes les matrices A € M,(R)
dont le spectre est réel et qui vérifient A3 = /,,.

8 *Yeyc  Soit

2 -2 1
A=112 -3 2
-1 2 0

1. Déterminer un polynéme annulateur de degré 2 de A.

N

. Justifier que A est inversible et exprimer A~1 en fonction
de /5 et A.

3. Pour tout n e N, exprimer A" en fonction de /5 et A.
9 % Y¢¥¢  Soit n un entier tel que n > 2. On note
o 1 ... 1
o
A=~ € M,(R).
|
1 ... 1 0
1. Trouver un polynéme annulateur non nul de A.

N

. Justifier que A est inversible et calculer son inverse.

w

. Justifier que A est diagonalisable.

10| % Yy

1. Soit A € M,(K) telle que A% = 4A. Montrer que tr A
est un entier pair.

. Soit A € M,(R) telle que A% + [, = 0. Montrer que
trA=0etdetA=1.

N

11 % Y ¥¢  On considére la matrice

1 Leevvvvnnnns 1
1 1 0:-nnne 0

A=t oo e da(®)
: ..0
1 0-vvvv- o1

1. Trouver un polynéme annulateur de B = A—/,.

2. En déduire que A est diagonalisable et déterminer ses
éléments propres.

12 %% ¥¢ Soient E un K-espace vectoriel de dimension
finie et u € Z(E) qui possede un polynéme annulateur
P € K[X] ayant 0 pour racine simple. Montrer que

E=Keru®Imu.

13 %k 3r  Soit Ae M,(R) telle que A> = A+1/,. Montrer
que det A > 0.

14 * veve Soit A€ .#5(R) une matrice non nulle non
inversible telle que A®> = —A. Montrer que A est semblable a

0 0 O
0 0 -1
01 0

15 % vryc  Soit A € .#3(R). On suppose que trA = 0,
rg A =2 et A3 = 0. Etudier la diagonalisabilité de A.
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* % Y Matrices circulantes.
Soient n € N* et

o 1 0 0
A= 0| € Ma(C).
0 1
(1 0 0 |
1. Montrer que A est diagonalisable et la diagonaliser.
2. Soient ag, .. ., an_1 € C, diagonaliser la matrice
ES ay  a an—1 |
dn—1
ar a
L 91 as dn—1 ao |

et donner I'expression de son déterminant.

17| %k v¢  Soit A e .#,(C). Montrer que

A est nilpotente < Vk =1, tr(A¥) =0

Polyndme minimal, réduction

18 Yx ¥ Soient E un R-espace vectoriel de dimen-
sion finie et u e Z(E) tel que u?> = u — Idg. Déterminer le
polynéme minimal de u.

19 % Y< ¥ Dans chacun des cas suivants, déterminer
le polynéme minimal de A, et préciser si A est diagonalisable.

11 1 110

LA=|1 11 3.A={0 1 0
(11 1 0 0 2
[0 2 2 (1 —2 -2

2. A=[1 2 1 4 A=0 2 1
2 2 0] 1 1 o0

20| Yk vr Soient un entier n > 2 et A€ .#,(C). On sup-
pose que A" = [, et que la famille (/,, A, ..., An—1) est libre.
Montrer que tr A = 0.

21 %% 3¢ Soit £ un K-espace vectoriel de dimension fi-
nie. On considére u e Z(E) et P € K[X]. Montrer

Pu)e GL(E) & P Au,=1.

22| Yk ¢ Polynéme minimal de I'inverse.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et
u e GL(E). Comparer les polyn6mes minimaux (i, et t,-1.

23 %k v Soient E un C-espace vectoriel et u e GL(E).
Montrer que u est diagonalisable si et seulement si u? est

diagonalisable.

Le résultat est-il toujours vrai si E est un R-espace vectoriel 7



