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6. Polynomes annulateurs et réduction

Sous-espaces stables

1 * ¥ Soient E un K-espace vectoriel de dimen-
sion finie et u,v € Z(E). On suppose que u est diagonali-
sable. Montrer que u et v commutent si et seulement si les
sous-espaces de propres de u sont stables par v.

2 % Yc¥%  Droite stable.
Soient £ un C-espace vectoriel de dimension finie et un en-
domorphisme v e Z(E).

1. Montrer qu'il existe une droite vectorielle de E stable
par u.

2. Le résultat est-il encore vrai si E est un R-espace vec-
toriel 7

1. Comme x, est scindé dans C, v admet une valeur
propre, dont on note x un vecteur propre. Alors Vect (x)
est une droite vectorielle stable par u.

2. S'il existe une droite vectorielle D = Vect (x) stable par
u, alors x est un vecteur propre de u. Si ue Z(R?) a

pour matrice
0 1
2= (4 o)

dans la base canonique, alors u n'a pas de valeur propre,
donc n'a pas de droite stable.

3 %k ¥ Soient E un C-espace vectoriel et u € Z(E).
Montrer qu'il existe un hyperplan de E stable par w.

On pourra considérer Im(u — Xldg), ot X € Sp(u).

On remarque que si A est une valeur propre dont le sous-
espace propre est de dimension 1, alors Im(u — A ldg) est de
dimension n — 1, et est donc un hyperplan stable par u.
En toute généralité, si F = Im(u—Xldg), onadimF < n—1
par le théoréme du rang. On peut compléter F en un hyper-
plan H de E (en complétant une base de F a I'aide d’'une
base de E). Montrons que H est stable par v : si x € H,
u(x) = u(x) = Ax+

AX € H.
L S=
eF €H

4 %k v Soient E un K-espace vectoriel et u € £ (E)
vérifiant
v+ u— 2ldg = 03(5)

Caractériser tous les sous-espaces de E stables par u.

5 %% 3¢ Soient E un K-espace vectoriel de dimension
finieet ue Z(E) et ue Z(E).

1. Montrer que u est diagonalisable si et seulement si tout
sous-espace vectoriel de E admet un supplémentaire
stable par u.

2. Si K = C, montrer que si tout sous-espace stable par u
admet un supplémentaire stable par u, alors u est dia-
gonalisable.

Polyndmes annulateurs, réduction

6 ) SXRA

1. Soit une matrice A € .#,(C) tel que AP = [,, ot p € N*.
Montrer que A est diagonalisable.

2. Le résultat est-il encore vrai si Ae #,(R)?

1. Le polynédme X? — 1 annule A et est simplement scindé
sur C (ses racines sont les racines p-éme de I'unité),
donc A est diagonalisable.

2. Non : par exemple, si

alors A* = /5, mais x4 = X2+ 1 n’est pas scindé sur R.

7 % Yc¥r  Trouver toutes les matrices A € .,(R)
dont le spectre est réel et qui vérifient A3 = /,,.

Si A est une telle matrice, le polynome X —1 = (X —1)(X?+
X +1) = (X —1)(X —j)(X —j?) est annulateur de A. On en
déduit que A est diagonalisable dans .#,(C). Par ailleurs, on
a Spe(A) © {1,5.5%}.

Comme Spc(A) < R, on a en fait Spe(A) = {1}. Comme
A est diagonalisable, ceci entraine que A est semblable a /,,
donc A = /.

Réciproquement, /, est bien solution, et c'est donc la seule.

8 * vy Soit
2 =21
A=|2 =3 2
-1 2 0

1. Déterminer un polynéme annulateur de degré 2 de A.

2. Justifier que A est inversible et exprimer A~! en fonction
de I35 et A.

3. Pour tout n e N, exprimer A" en fonction de /5 et A.
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1. Ontrouve 0 = A2 4+2A—3/3 = (A—/3)(A+3/3). Au pas-
sage, A est donc annulée par un polynéme simplement
scindé, donc diagonalisable.

2. On en déduit que Sp A < {1, —3} donc A est inversible.
Comme A% 4+ 2A = 3/3, on a A(A + 2/3) = 3/3 donc
ATl = 1(A+255).

3. Soit n e N, on effectue la division euclidienne de X" par
(X = 1)(X —3) : il existe (Qn, Rn) € R[X] x Ry[X] tel
que

X"=(X-=1)(X+3)Qn+ Rn (1)
et R, est de la forme a,X + b, avec a,, b, € R. Pour
calculer a, et by, on évalue (1) en 1 et —3 : on obtient
1 =a,+ by et (—3)" = —3a, + bn, systéme 2 x 2 de
Cramer (la matrice est inversible) qui a pour solution

an=3(1—-(=3)") et ba=3;B+(-3)")
On évalue (1) en la matrice A : on obtient
A" = a,A+ by =3 ((1— (=3)"A+ (3+(=3)")13).

Autre idée : on diagonalise : il existe P € GL3(R)
telle que A" = PD"P~t. On cherche o et B tels que

D" = aA+ Bls.
9 * 5% ¥  Soit n un entier tel que n > 2. On note
o 1 ... 1
1o
A=~ e My(R).
S |
1 ... 1 O

1. Trouver un polynéme annulateur non nul de A.

2. Justifier que A est inversible et calculer son inverse.
3. Justifier que A est diagonalisable.
n—1 n-2 n—2
A® = =(n—=2)A+(n—1)/,.
: - n—2
n—2 - n—2 n-—1

Ainsi, Ax (A= (n=2)1n) = In.

Comme X?— (n—2)X —(n—1) = (X —1)(X — (n— 1)) est
annulateur de A, on en déduit que A est diagonalisable.

2. X?+1=(X—i)(X+1i)annule Adonc SpAc {—i,i}
donc les racines complexes de xa sont dans {£i}.
Comme A € #,(R), xa est a coefficients réels donc
i et —/ sont racines de xa et ont méme multiplicité.

tr A est la sommes des valeurs propres complexes de A
(comptées avec leur multiplicité) donc tr A = 0.

det A est leur produit, donc det A est un produit de fac-
teurs de la forme / x (—i) donc det A = 1.

10 Y 3% ¢

1. Soit A € #,(K) telle que A®> = 4A. Montrer que tr A
est un entier pair.

2. Soit A € .#,(R) telle que A% + [, = 0. Montrer que
trA=0etdetA=1.

1. Le polyndme X3 —4X = X(X — 2)(X + 2) annule A
donc SpA < {—2,0,2}. Comme tr A est la somme des
valeurs propres complexes de A, tr A est une somme de
nombres pairs donc tr A est un entier pair.

11 % Y¢3%%  On considére la matrice

1 1eeevvnnnnn. 1
11 0:-nnn- 0

A=t oo e da(®)
1 0-vvv-- o1

1. Trouver un polynéme annulateur de B = A—/,.

2. En déduire que A est diagonalisable et déterminer ses
éléments propres.

12| %% ¥¢ Soient £ un K-espace vectoriel de dimension
finie et u € Z(E) qui possede un polynéme annulateur
P € K[X] ayant 0 pour racine simple. Montrer que

E=Keru®Imu.

1ére preuve. On peut écrire P = XQ, ot Q(0) = 0, donc @
et X sont premiers entre eux. Par le lemme des noyaux, on a
alors

E = Keru® Ker Q(u)
Montrons que Imu = KerQ(u) : si y € Imu, on peut écrire
y = u(x), donc Q(u)(y) = Q(u)(u(x)) = (XQ)(u)(x) = O,
donc y € KerQ(u), ce qui donne Imu < KerQ(u). Par le
théoreme du rang, on a dimlmu = dimE — dimKeru =
dim Ker Q(u), donc Im u = Ker Q(u).
2éme preuve. Comme dim E = dim Ker u + dim Im u, il suffit
de montrer que Keru n Imu = {Og}.
Le polyndbme P peut s'écrire P = ZZ:1 ar XX, avec a, = 0.
Si y € Kerun Imu, alors on peut écrire y = u(x), et
t?(x) = u(y) = Og. Ainsi

P(u)(x) = a1u(x) = 0g

ce qui donne y = Og et conclut.

13 % kv Soit A€ .#,(R) telle que A> = A+1,. Montrer
que det A > 0.

14 * vove Soit A€ .#5(R) une matrice non nulle non
inversible telle que A®> = —A. Montrer que A est semblable a

0 0 O
0 0 -1
01 0
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Soit u € Z(R?) ayant pour matrice A dans la base cano-
nique. Le polyndme X° + X = X(X? + 1) annule u, donc par
le lemme des noyaux, on a R® = Ker(u) @ Ker(u? + Id).

On a dimKer u € {1, 2} car u est non nul non inversible. Par
ailleurs, si x € Ker(u? 4 Id) non nul, alors (x, u(x)) est libre :
sinon, il existe A tel que u(x) = Ax (puisque x = 0), alors

—x = 1P(x) = A’x
donc A? = —1. Par ailleurs, Ker(u? + Id) est stable par v,
donc u(x) € Ker(v” + Id).
On a finalement dim Ker(u? + Id) = 2 et dimKeru = 1. Si

e1 € Ker u\{0}, alors (er, x, u(x)) est une base de R?, et u a
la matrice souhaitée dans cette base.

15 ¥ c  Soit A € #3(R). On suppose que trA = 0,
rgA =2 et A3 = 0. Etudier la diagonalisabilité de A.

Tout d'abord, rg A = 2 donc 0 est valeur propre de A. Comme
tr A = 0, la somme des trois valeurs propres complexes de A
est nulle, donc ces valeurs propres complexes sont 0, A, —A
(éventuellement confondues). On en déduit

Xa = X(X+X)(X =X =X> - NX.

Ainsi, A = 0 : sinon xa = X3, et par Cayley-Hamilton A% = 0.

— Si A e R, A a trois valeurs propres distinctes donc elle
est diagonalisable.

— Si X ¢ R (dans ce cas A € iR), la matrice n'est pas
diagonalisable sur R.

N.B. : Exemple dans le 2éme cas :

16 * %% Matrices circulantes.
Soient n € N* et

o 1 o0 ... 0

A= |: 0 € Mn(C).
0 |
1 0 ... ... 0

1. Montrer que A est diagonalisable et la diagonaliser.

2. Soient ag, ..., a,_1 € C, diagonaliser la matrice
[ ag ap a oo ap-1 |
dpn—1
B— : 2
az ai
[ a1 a ... dp-1 I

et donner I'expression de son déterminant.

Indication.

1. Remarquer en examinant les puissances de A que A" =
In.

2. Remarquer que B est une combinaison linéaire de puis-
sances de A.

17 % % Yc Soit A € .#,(C). Montrer que

A est nilpotente < Yk =1, tr(A¥) =0

Polynédme minimal, réduction

18 WY Soient E un R-espace vectoriel de dimen-
sion finie et u e Z(E) tel que u?> = u — Idg. Déterminer le
polynébme minimal de v.

Comme P = X? — X + 1 annule u, on a w, | P. Or comme
P est de discriminant strictement négatif, il est irréductible
dans R, donc uy, =1 ou puy = P.

Si E = {0g}, on a py =1, sinon uy = P.

19 % 5% ¥¢ Dans chacun des cas suivants, déterminer
le polynéme minimal de A, et préciser si A est diagonalisable.

11 1 > 0 4
1. A=|1 1 1] 5 A= |3 -4 12
11 1] 1 2 5
0 2 o] 1 -1
2. A=|1 2 1 6. A=]1 3 -2
5 11 0
. ] [0 -3 3
110 7.A=|-3 0 3
3.A=|0 1 of. 3 36
00 2 -
- - a 1 1
1 -2 -2 .
4. A=|0 2 1 8. A= X
|1 1 0 L1 1 a

1. On a A% = 3A, donc X —2 —3X = X(X — 3) an-
nule A. Comme X et X — 3 n'annulent pas A, on a
na = X(X—3). Comme pa est scindé a racines simples,
A est diagonalisable.

2. xa = X(X — 2)(X — 4) est simplement scindé, donc

Ha = XA.
3. xa = (X —=1)%(X —2), donc (X —1)(X —2) | ua, et
1A | xa. Ainsi,

pae {(X = 1)(X = 2), (X = 1*(X —2)}.

Or (A—I(A—=2/) =0, donc ua = (X —1)*(X —2).
Ainsi, A n'est pas diagonalisable.

4. xa = (X —1)% Comme A = I3, ua = X — 1. Puis
(A—13)? =0, donc ua = (X —1)%.
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xXa = pta = X(X—=1)(X—2).

XA = pa = (X —1)(X —2)2

pa = X(X = 3).
pa=(X—-(a+1)(X—=(a—n+1)).

@ N O O

20 Yk Yc Soient un entier n > 2 et Ae .#,(C). On sup-
pose que A" = [, et que la famille (/,, A, ..., A""1) est libre.
Montrer que tr A = 0.

Le polynéme P = X" —1 annule A, donc pa | P. Par ailleurs,
tout polynédme annulateur de A est de degré au moins n, si-
non la famille (/,, A, ..., A"1) serait lige. On en déduit que
ua = X"—1, donc les valeurs propres sont exactement toutes
les racines n-eme de I'unité, donc la somme est nulle. Ainsi,
trA=0.

21 %% ¥¢ Soit £ un K-espace vectoriel de dimension fi-
nie. On considére u e Z(E) et P € K[X]. Montrer

P(u)e GL(E) < PAp, =1

22 %k v¢  Polynéme minimal de I'inverse.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et
u e GL(E). Comparer les polyn6mes minimaux (i, et t,-1.

On note

d

d
My = Z aka, donc Z akuk = 03(5).
k=0 k=0

On a ap = 0 car u € GL(E) donc 0 n'est pas racine de p,.
En composant par u~? dans la derniére égalité, on obtient

d d
Z é)k(uil)d_k = Og(g), donc Z ad_k(ufl)k = Og(g)
k=0 k=0

1

Ainsi, le polynédme P = ”

d
>, ad—k XX est annulateur unitaire
de u=t k=0

Par conséquent, w1 | P, et deg p,—1 < deg p.

En inversant les roles de u et u™?,

donc il y a égalité, et p,—1 = P.

on a deg u, < degp,-1,

a racines simples Ay, ..., Ak. Alors le polynéme

L
I
=
B
|
g

Il
N

annule u.

On note o, . . ., ok des racines carrées complexes respectives
de A1, ..., Ak. On a alors

—_

P=1|(X—=-a)X+a).

=1

Comme u € GL(E), les valeurs propres sont toutes non nulles,
donc les a; sont tous non nuls et sont alors distincts de leur
opposé. Ainsi, P est scindé a racines simples et annule u,
donc u est diagonalisable.

23 %k ¥ Soient E un C-espace vectoriel et u e GL(E).
Montrer que u est diagonalisable si et seulement si u® est
diagonalisable.

Le résultat est-il toujours vrai si E est un R-espace vectoriel 7

Si u est diagonalisable, il existe une base % de E dans laquelle
Matg (u) = diag(Aq, . .., An). Alors

Matg(u®) = diag(A, ..., 2.

Si u? est diagonalisable, le polynéme minimal de u? est scindé




