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6. Polynômes annulateurs et réduction

Sous-espaces stables

1 ♡ Soient E un K-espace vectoriel de dimen-
sion finie et u, v P L pEq. On suppose que u est diagonali-
sable. Montrer que u et v commutent si et seulement si les
sous-espaces de propres de u sont stables par v .

2 ♡ Droite stable.

Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie et un en-
domorphisme u P L pEq.

1. Montrer qu’il existe une droite vectorielle de E stable
par u.

2. Le résultat est-il encore vrai si E est un R-espace vec-
toriel ?

1. Comme χu est scindé dans C, u admet une valeur
propre, dont on note x un vecteur propre. Alors Vect pxq

est une droite vectorielle stable par u.

2. S’il existe une droite vectorielle D “ Vect pxq stable par
u, alors x est un vecteur propre de u. Si u P L pR2q a
pour matrice

A “

ˆ

0 1

´1 0

˙

dans la base canonique, alors u n’a pas de valeur propre,
donc n’a pas de droite stable.

3 Soient E un C-espace vectoriel et u P L pEq.
Montrer qu’il existe un hyperplan de E stable par u.

On pourra considérer Impu ´ λ IdEq, où λ P Sppuq.

On remarque que si λ est une valeur propre dont le sous-
espace propre est de dimension 1, alors Impu ´ λ IdEq est de
dimension n ´ 1, et est donc un hyperplan stable par u.

En toute généralité, si F “ Impu´λ IdEq, on a dimF ď n´1

par le théorème du rang. On peut compléter F en un hyper-
plan H de E (en complétant une base de F à l’aide d’une
base de E). Montrons que H est stable par u : si x P H,

upxq “ upxq ´ λx
loooomoooon

PF

` λx
loomoon

PH

P H.

4 Soient E un K-espace vectoriel et u P L pEq

vérifiant

u2 ` u ´ 2 IdE “ 0L pEq.

Caractériser tous les sous-espaces de E stables par u.

5 Soient E un K-espace vectoriel de dimension
finie et u P L pEq et u P L pEq.

1. Montrer que u est diagonalisable si et seulement si tout
sous-espace vectoriel de E admet un supplémentaire
stable par u.

2. Si K “ C, montrer que si tout sous-espace stable par u
admet un supplémentaire stable par u, alors u est dia-
gonalisable.

Polynômes annulateurs, réduction

6 ♡

1. Soit une matrice A P MnpCq tel que Ap “ In, où p P N‹.
Montrer que A est diagonalisable.

2. Le résultat est-il encore vrai si A P MnpRq ?

1. Le polynôme Xp ´ 1 annule A et est simplement scindé
sur C (ses racines sont les racines p-ème de l’unité),
donc A est diagonalisable.

2. Non : par exemple, si

A “

ˆ

0 ´1

1 0

˙

alors A4 “ I2, mais χA “ X2`1 n’est pas scindé sur R.

7 ♡ Trouver toutes les matrices A P MnpRq

dont le spectre est réel et qui vérifient A3 “ In.

Si A est une telle matrice, le polynôme X3´1 “ pX´1qpX2`

X ` 1q “ pX ´ 1qpX ´ jqpX ´ j2q est annulateur de A. On en
déduit que A est diagonalisable dans MnpCq. Par ailleurs, on
a SpCpAq Ă t1, j, j2u.

Comme SpCpAq Ă R, on a en fait SpCpAq “ t1u. Comme
A est diagonalisable, ceci entraîne que A est semblable à In,
donc A “ In.

Réciproquement, In est bien solution, et c’est donc la seule.

8 ♡ Soit

A “

»

–

2 ´2 1

2 ´3 2

´1 2 0

fi

fl .

1. Déterminer un polynôme annulateur de degré 2 de A.

2. Justifier que A est inversible et exprimer A´1 en fonction
de I3 et A.

3. Pour tout n P N, exprimer An en fonction de I3 et A.
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1. On trouve 0 “ A2`2A´3I3 “ pA´I3qpA`3I3q. Au pas-
sage, A est donc annulée par un polynôme simplement
scindé, donc diagonalisable.

2. On en déduit que SpA Ă t1,´3u donc A est inversible.
Comme A2 ` 2A “ 3I3, on a ApA ` 2I3q “ 3I3 donc
A´1 “ 1

3
pA` 2I3q.

3. Soit n P N, on effectue la division euclidienne de Xn par
pX ´ 1qpX ´ 3q : il existe pQn, Rnq P RrXs ˆ R1rXs tel
que

Xn “ pX ´ 1qpX ` 3qQn ` Rn (1)

et Rn est de la forme anX ` bn avec an, bn P R. Pour
calculer an et bn, on évalue (1) en 1 et ´3 : on obtient
1 “ an ` bn et p´3qn “ ´3an ` bn, système 2 ˆ 2 de
Cramer (la matrice est inversible) qui a pour solution

an “ 1
4

p1´ p´3qnq et bn “ 1
4

p3` p´3qnq

On évalue (1) en la matrice A : on obtient

An “ anA` bn “ 1
4

pp1´ p´3qnqA` p3` p´3qnqI3q .

Autre idée : on diagonalise : il existe P P GL3pRq

telle que An “ PDnP´1. On cherche α et β tels que
Dn “ αA` βI3.

9 ♡ Soit n un entier tel que n ě 2. On note

A “

»

—

—

—

—

–

0 1 . . . 1

1
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 1

1 . . . 1 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

P MnpRq.

1. Trouver un polynôme annulateur non nul de A.

2. Justifier que A est inversible et calculer son inverse.

3. Justifier que A est diagonalisable.

A2 “

»

—

—

—

—

–

n ´ 1 n ´ 2 . . . n ´ 2

n ´ 2
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . n ´ 2

n ´ 2 . . . n ´ 2 n ´ 1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

“ pn´ 2qA` pn´ 1qIn.

Ainsi, Aˆ 1
n´1

pA´ pn ´ 2qInq “ In.

Comme X2 ´ pn´ 2qX ´ pn´ 1q “ pX ´ 1qpX ´ pn´ 1qq est
annulateur de A, on en déduit que A est diagonalisable.

10

1. Soit A P MnpKq telle que A3 “ 4A. Montrer que trA
est un entier pair.

2. Soit A P MnpRq telle que A2 ` In “ 0. Montrer que
trA “ 0 et detA “ 1.

1. Le polynôme X3 ´ 4X “ XpX ´ 2qpX ` 2q annule A
donc SpA Ă t´2, 0, 2u. Comme trA est la somme des
valeurs propres complexes de A, trA est une somme de
nombres pairs donc trA est un entier pair.

2. X2 ` 1 “ pX ´ iqpX ` iq annule A donc SpA Ă t´i , iu

donc les racines complexes de χA sont dans t˘iu.
Comme A P MnpRq, χA est à coefficients réels donc
i et ´i sont racines de χA et ont même multiplicité.

trA est la sommes des valeurs propres complexes de A
(comptées avec leur multiplicité) donc trA “ 0.

detA est leur produit, donc detA est un produit de fac-
teurs de la forme i ˆ p´iq donc detA “ 1.

11 On considère la matrice

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 1 1

1 1 0 0

0

0

1 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

P MnpRq.

1. Trouver un polynôme annulateur de B “ A´ In.

2. En déduire que A est diagonalisable et déterminer ses
éléments propres.

12 Soient E un K-espace vectoriel de dimension
finie et u P L pEq qui possède un polynôme annulateur
P P KrXs ayant 0 pour racine simple. Montrer que

E “ Ker u ‘ Im u.

1ère preuve. On peut écrire P “ XQ, où Qp0q ­“ 0, donc Q
et X sont premiers entre eux. Par le lemme des noyaux, on a
alors

E “ Ker u ‘ KerQpuq

Montrons que Im u “ KerQpuq : si y P Im u, on peut écrire
y “ upxq, donc Qpuqpyq “ Qpuqpupxqq “ pXQqpuqpxq “ 0E ,
donc y P KerQpuq, ce qui donne Im u Ă KerQpuq. Par le
théorème du rang, on a dim Im u “ dimE ´ dimKer u “

dimKerQpuq, donc Im u “ KerQpuq.

2ème preuve. Comme dimE “ dimKer u`dim Im u, il suffit
de montrer que Ker u X Im u “ t0Eu.

Le polynôme P peut s’écrire P “
řd
k“1 akX

k , avec a1 ­“ 0.
Si y P Ker u X Im u, alors on peut écrire y “ upxq, et
u2pxq “ upyq “ 0E . Ainsi

P puqpxq “ a1upxq “ 0E

ce qui donne y “ 0E et conclut.

13 Soit A P MnpRq telle que A3 “ A`In. Montrer
que detA ą 0.

14 ♡ Soit A P M3pRq une matrice non nulle non
inversible telle que A3 “ ´A. Montrer que A est semblable à

»

–

0 0 0

0 0 ´1

0 1 0

fi

fl .
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Soit u P L pR3q ayant pour matrice A dans la base cano-
nique. Le polynôme X3`X “ XpX2` 1q annule u, donc par
le lemme des noyaux, on a R3 “ Kerpuq ‘ Kerpu2 ` Idq.

On a dimKer u P t1, 2u car u est non nul non inversible. Par
ailleurs, si x P Kerpu2 ` Idq non nul, alors px, upxqq est libre :
sinon, il existe λ tel que upxq “ λx (puisque x ­“ 0), alors

´x “ u2pxq “ λ2x

donc λ2 “ ´1. Par ailleurs, Kerpu2 ` Idq est stable par u,
donc upxq P Kerpu2 ` Idq.

On a finalement dimKerpu2 ` Idq “ 2 et dimKer u “ 1. Si
e1 P Ker uzt0u, alors pe1, x, upxqq est une base de R2, et u a
la matrice souhaitée dans cette base.

15 Soit A P M3pRq. On suppose que trA “ 0,
rgA “ 2 et A3 ­“ 0. Étudier la diagonalisabilité de A.

Tout d’abord, rgA “ 2 donc 0 est valeur propre de A. Comme
trA “ 0, la somme des trois valeurs propres complexes de A
est nulle, donc ces valeurs propres complexes sont 0, λ,´λ
(éventuellement confondues). On en déduit

χA “ XpX ` λqpX ´ λq “ X3 ´ λ2X.

Ainsi, λ ­“ 0 : sinon χA “ X3, et par Cayley-Hamilton A3 “ 0.

– Si λ P R, A a trois valeurs propres distinctes donc elle
est diagonalisable.

– Si λ R R (dans ce cas λ P iR), la matrice n’est pas
diagonalisable sur R.

N.B. : Exemple dans le 2ème cas :

A “

¨

˝

0 0 0

1 0 ´1

0 1 0

˛

‚.

16 ♡ Matrices circulantes.

Soient n P N‹ et

A “

»

—

—

—

—

—

—

—

–

0 1 0 . . . 0
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0

0
. . . 1

1 0 . . . . . . 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

P MnpCq.

1. Montrer que A est diagonalisable et la diagonaliser.

2. Soient a0, . . . , an´1 P C, diagonaliser la matrice

B “

»

—

—

—

—

—

—

—

–

a0 a1 a2 . . . an´1

an´1
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . a2

a2
. . .

. . . a1
a1 a2 . . . an´1 a0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

et donner l’expression de son déterminant.

Indication.

1. Remarquer en examinant les puissances de A que An “

In.

2. Remarquer que B est une combinaison linéaire de puis-
sances de A.

17 Soit A P MnpCq. Montrer que

A est nilpotente ô @k ě 1, trpAkq “ 0

Polynôme minimal, réduction

18 ♡ Soient E un R-espace vectoriel de dimen-
sion finie et u P L pEq tel que u2 “ u ´ IdE . Déterminer le
polynôme minimal de u.

Comme P “ X2 ´ X ` 1 annule u, on a µu | P . Or comme
P est de discriminant strictement négatif, il est irréductible
dans R, donc µu “ 1 ou µu “ P .

Si E “ t0Eu, on a µu “ 1, sinon µu “ P .

19 ♡ Dans chacun des cas suivants, déterminer
le polynôme minimal de A, et préciser si A est diagonalisable.

1. A “

»

–

1 1 1

1 1 1

1 1 1

fi

fl.

2. A “

»

–

0 2 2

1 2 1

2 2 0

fi

fl.

3. A “

»

–

1 1 0

0 1 0

0 0 2

fi

fl.

4. A “

»

–

1 ´2 ´2

0 2 1

1 1 0

fi

fl.

5. A “

»

–

2 0 4

3 ´4 12

1 ´2 5

fi

fl.

6. A “

»

–

2 1 ´1

1 3 ´2

1 1 0

fi

fl.

7. A “

»

–

0 ´3 3

´3 0 3

´3 ´3 6

fi

fl.

8. A “

»

—

—

–

a 1 . . . 1

1
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 1
1 . . . 1 a

fi

ffi

ffi

fl

.

1. On a A2 “ 3A, donc X ´ 2 ´ 3X “ XpX ´ 3q an-
nule A. Comme X et X ´ 3 n’annulent pas A, on a
µA “ XpX´3q. Comme µA est scindé à racines simples,
A est diagonalisable.

2. χA “ XpX ´ 2qpX ´ 4q est simplement scindé, donc
µA “ χA.

3. χA “ pX ´ 1q2pX ´ 2q, donc pX ´ 1qpX ´ 2q | µA, et
µA | χA. Ainsi,

µA P tpX ´ 1qpX ´ 2q, pX ´ 1q2pX ´ 2qu.

Or pA ´ IqpA ´ 2Iq ­“ 0, donc µA “ pX ´ 1q2pX ´ 2q.
Ainsi, A n’est pas diagonalisable.

4. χA “ pX ´ 1q3. Comme A ­“ I3, µA ­“ X ´ 1. Puis
pA´ I3q

2 ­“ 0, donc µA “ pX ´ 1q3.
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5. χA “ µA “ XpX ´ 1qpX ´ 2q.

6. χA “ µA “ pX ´ 1qpX ´ 2q2.

7. µA “ XpX ´ 3q.

8. µA “ pX ´ pa ` 1qqpX ´ pa ´ n ` 1qq.

20 Soient un entier n ě 2 et A P MnpCq. On sup-
pose que An “ In et que la famille pIn, A, . . . , A

n´1q est libre.
Montrer que trA “ 0.

Le polynôme P “ Xn´1 annule A, donc µA | P . Par ailleurs,
tout polynôme annulateur de A est de degré au moins n, si-
non la famille pIn, A, . . . , A

n´1q serait liée. On en déduit que
µA “ Xn´1, donc les valeurs propres sont exactement toutes
les racines n-ème de l’unité, donc la somme est nulle. Ainsi,
trA “ 0.

21 Soit E un K-espace vectoriel de dimension fi-
nie. On considère u P L pEq et P P KrXs. Montrer

P puq P GLpEq ô P ^ µu “ 1.

22 Polynôme minimal de l’inverse.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et
u P GLpEq. Comparer les polynômes minimaux µu et µu´1 .

On note

µu “

d
ÿ

k“0

akX
k , donc

d
ÿ

k“0

aku
k

“ 0L pEq.

On a a0 ­“ 0 car u P GLpEq donc 0 n’est pas racine de µu.
En composant par u´d dans la dernière égalité, on obtient

d
ÿ

k“0

ak
`

u´1
˘d´k

“ 0L pEq, donc
d

ÿ

k“0

ad´k

`

u´1
˘k

“ 0L pEq

Ainsi, le polynôme P “ 1
a0

d
ř

k“0

ad´kX
k est annulateur unitaire

de u´1.

Par conséquent, µu´1 | P , et degµu´1 ď degµu.

En inversant les rôles de u et u´1, on a degµu ď degµu´1 ,
donc il y a égalité, et µu´1 “ P .

23 Soient E un C-espace vectoriel et u P GLpEq.
Montrer que u est diagonalisable si et seulement si u2 est
diagonalisable.

Le résultat est-il toujours vrai si E est un R-espace vectoriel ?

Si u est diagonalisable, il existe une base B de E dans laquelle
MatBpuq “ diagpλ1, . . . , λnq. Alors

MatBpu2q “ diagpλ21, . . . , λ
2
nq.

Si u2 est diagonalisable, le polynôme minimal de u2 est scindé

à racines simples λ1, . . . , λk . Alors le polynôme

P “

k
ź

i“1

pX2 ´ λiq

annule u.

On note α1, . . . , αk des racines carrées complexes respectives
de λ1, . . . , λk . On a alors

P “

k
ź

i“1

pX ´ αiqpX ` αiq.

Comme u P GLpEq, les valeurs propres sont toutes non nulles,
donc les αi sont tous non nuls et sont alors distincts de leur
opposé. Ainsi, P est scindé à racines simples et annule u,
donc u est diagonalisable.
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