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5. Espaces vectoriels normés

Normes

1 *¥¢¥%  Soient E un espace vectoriel et Ni, N
deux normes sur E. On note B; (resp. B,) la boule unité
fermée associée a la norme N; (resp. No). Montrer que si
Bl = Bz, alors N1 = N2.

2 | % Yc¥e Diamétre d'une partie bornée.

Soit (E,||-|) un espace vectoriel normé. Pour toute partie
bornée A de E, on appelle diamétre de A le réel

Diam A = sup{|ly — x||, x,y € A}.
1. Justifier 'existence de Diam(A).
2. Montrer que si An B = @, alors

Diam(A u B) < Diam(A) + Diam(B).

3 | %¥ryc Soit n en entier tel que n > 2. L’application

N . ///n(C) - R+

A —  max |\l
AESP(A)

est-elle une norme sur .#,(C)?

4 * %% Inégalités de Hélder et Minkowski.
Soient n e N*, p e [1, +oo[. Pour tout x = (xg, .. ., xp) € K",

on pose
n 5
Ixl, = (Z |x,-|P> :
i=1

Soient p, g €]1, +o[ tels que % + % = 1, et deux vecteurs
X =(xy,..., xp) KM ety = (..., yn) € K™
1. Inégalité de Young. Montrer que pour tous u,v e R,

uPva
uv < — + —.
p q

2. Inégalité de Holder. En déduire :

n

2 vl < Ixl Iyl
i=1

On pourra commencer par supposer || x|, = |y|l, = 1.
3. a. Montrer que
n n n
> ityilP < 3 bl ity P 3 il byl P
i=1 i=1 i=1
b. Inégalité de Minkowski. En déduire

Ix+yl, < Ixl, + Iyl
4. Montrer que si p € [1, +o[, alors | - |, est une norme
sur K”.
5. Montrer que

Il , == I¥le-

6. Montrer que, si on étend la définition de | - |, au cas ou
p€]0,1[, alors | - |, n’est pas une norme sur K.

On pourra s'intéresser a la convexité de B”.HP(O, 1).

5 | %%y Norme subordonnée a la norme | - |, .
On munit .4, 1(R) de la norme donnée par
VX e M1 (R), |X],, =max{|xi|, ie[1,n]}

et on note S = {X € #,1(R), |X], = 1}. Pour toute
matrice A € .#,(R), on note

N (A) = sup |[AX],.
XeS

1. Justifier que Ny est bien définie, et que pour tous
Ae #,(R) et X € M1 (R),
IAX |0 < Noo (A) [ X]| -

2. Montrer que Ny, est une norme sur .#Z,(R).
3. Montrer que pour tout A € #,(R),

Neo(A) = /gr[fla],)rf]] J; |ai -

4. Faire le méme travail en remplacant la norme | - |, sur
Mn1(R) par la norme | - |;.

Suites dans un EVN

6 K%y Suites extraites.

Soit (Up) .oy Une suite réelle telle que les sous-suites (toy)
(Uzn+1) peyy €t (U3n) ey CONVergent.

Montrer que la suite (u,),oy converge.

neN’

7 % Yrye On se place sur E = €°([0,27], C) muni de
la norme || - ||, et on considere la suite (f,),.y de E définie
par :

VneN, f,:x— e™

1. Pour n,peN, calculer |f, — f,] ..
2. Montrer que (f,) n'a pas de sous-suite convergente.

8 * ¥ On munit £ = 4°([0, 1], R) de la norme
| - |l; d'une part, et de la norme | - |, d’autre part. On consi-
dere la suite (f,) de E définie par :

VneN, f,: x— e ™

1. Déterminer la limite de la suite (f,) dans (E, | - |).
2. a. Montrer que si (f,) converge vers f dans (E, | - |.,).

alors
Vx e [0,1], fo(x) — f(x).

n——+o0

b. En déduire que (f,) diverge dans (E, || -||,,).
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9 %k Yy Rayon spectral.
Soit A e .#,(C) tel que AK — 0. On note
k—+00

p(A) = max{|A[, A € Sp(A)}.
Montrer que p(A) < 1.
Voir I'exercice “Rayon spectral 2" pour la réciproque.

10| %% %  Convergence simple et norme.
Si F est un sous-espace vectoriel de E = £°([0, 1], R) et
| - || est une norme sur £, on dit que | - || vérifie la propriété
() si pour toute fonction f € F et pour toute suite (f,) de
fonctions de F,
[f — 1 n 0 <« Vtel0,1], fu(t) n f(t).
1. Montrer qu'il n'existe pas de norme sur E qui vérifie la
propriété (x).
On pourra introduire une suite de fonctions affines par
morceaux a support dans [0, 1].

2. On note F I'espace vectoriel des fonctions polynomiales
de degré au plus d € N définies sur [0, 1], et on fixe
a, .., ag des réels distincts de [0, 1].

a. Montrer qu’on définit une norme sur F en posant

VP e F Pl = 2, 1P
i=0

b. Montrer que | - || vérifie la propriété (x) dans F.

On pourra utiliser les polynémes d’interpolation de
Lagrange.

11| %% %  Convergence faible, convergence forte.

Soit E un espace préhilbertien muni du produit scalaire {-, -).
On note | - || sa norme associée et on considére une suite
(Xn)nen de E.

On dit que (x»)nen converge faiblement vers x € E si
VyeE, (x—x,y)y — 0.
n—-+0o0
1. a. Montrer que si (x,) converge faiblement, alors sa
limite est unique.

b. Montrer que si (x,) converge vers x € E, alors (x,)
converge faiblement vers x.

2. Montrer que (x,) converge vers x € E si et seulement

si (x,) converge faiblement vers x et |x,| " Ix].
n—+0o0

3. Montrer que si E est de dimension finie, alors la conver-
gence faible est équivalente a la convergence.

4. Donner un contre-exemple en dimension infinie.

12| %% % Rayon spectral 2.
Pour toutes matrices A € #,(C) et P € GL,(C), on note

n
Al = et Al = |PTAP.
Al = mexy Dl et 1Al = [PAP)

1. Montrer que si P € GL,(C),

VA, B e #x(C), |AB|p < |Alp|Blp-

2. On note p(A) = Xg;g(xA) |A|. On suppose que p(A) < 1.

a. Montrer : 3P € GL,(C), |A|p < 1.
b. En déduire que A¥ Py 0.

—+
3. Montrer que la série Y, A converge si et seulement si
p(A) < 1. Que vaut sa somme en cas de convergence ?

13 Suites de Cauchy dans un EVN.

Soit (E, || |) un espace vectoriel normé. On dit qu'une suite
(up) de E est une suite de Cauchy si

Ve>0, INeN, Yn,p= N, |u, — up| <e.

1. Y ¥¢ 5% Montrer que toute suite convergente de E est
de Cauchy.

2. %% ¥¢ Montrer que si toute suite de Cauchy de E est
convergente, et (up) est une suite de E, alors

Z |un| converge = Z up converge.

3. % % Réciproquement, montrer que si pour toute suite
(up) de E, la convergence de Y. |up| implique celle de
> up, alors toute suite de Cauchy de E converge.

On pourra chercher a construire une sous-suite conver-
gente d'une suite de Cauchy.

Comparaison de normes
14 % vev  Normes sur K[X].

d .
Pour tout polynéme P = > a,X' € K[X], on pose
i=0

Ma

Ni(P) = 2. fail. - Nao(P) =

=0 i
Noo(P) = max{|ai|, i € [0,d]}.
1. Montrer que Ny, No, Ny, sont des normes sur K[X].

L
Q
n

2. Ces normes sont-elles équivalentes ?

15| % yvw  D'autres normes sur K[X].

d .
Pour tout polynéme P = >} a;X' € K[X], on pose
i=0

N (P) = Y |PUW(0)], Nao(P)= sup [P(t)].
k=0

te[—1.1]
1. Montrer que Nj et N sont des normes sur K[X].

2. Ces normes sont-elles équivalentes ?
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16 * %k ¢ Normes sur €*([0, 1], R).

On munit E = €*([0, 1], R) d'une part de la norme || - |,
d'autre part de la norme N donnée par :

1
VfeE, N(f)=|f(0) +J |f'].
0
1. Vérifier que N est bien une norme.
2. Montrer que pour tout f € E, ||f|_, < N(f).

3. Montrer que | - |, et N ne sont pas équivalentes.

On pourra introduire la suite de fonctions (f,) définie
par :¥neN, f,: x — sin(nx).

17| Normes sur ([0, 1], R).

Soit (an)n=1 € [0,1]Y. On note E = %€([0,1],R) et pour
tout f € E, on pose

X |f(a
I = 3 1ol
n=1
1. % ¥ Montrer que || - | est une norme sur E si et
seulement si I'ensemble A = {a,, n > 1} est dense dans
[0, 1].
2. % % % Dans ce cas, la norme | - || est-elle équivalente a
la norme || - ||oo ?




