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4. Séries — Familles sommables

Nature de séries, calculs de sommes

1 % Yc¥c Dans chacun des cas suivants, étudier la
nature de la série > up,.

e” 7 Uy =nw —1
1. uy,=—. - Hn :
n! 1
1 8. up=nn—(n+1)n.
2. Up=sin—.
n n n?
3. up=+vn+1—+/n. 0. un:( ) .
1 n+1
4 Up= ———.
U= g 10. o — 1
. n=— 77 .-
5. u, = ln—: (lnn)lnn
n 1+1
ny/n 1\
_ 11. = - .
0. Up 2n+n. Un <n>
2 % % Y¢ Dans chacun des cas suivants, étudier la

nature de la série > uj,.

1. u, =sin (7r\/n2+1). 3. u, = L

nin?(n)’
(—1)" oyt
2w e | T AR

3 % %% Dans chacun des cas suivants, calculer la
somme de la série.

1
L Zn(n+1)' + Z on

n=1

2. 2,mn (1_nl2)' > ngn(nﬂ)l(znﬂ)'

n=2

n+1
3., o

n=0

n
On rappelle que 3, % =Inn+vy+o(1).
k=1

4 * Ycvc  Séries de Bertrand.
1. Selon les valeurs de a, B € R, déterminer la nature de la

série
1
2

nxinfn’

2. Déterminer la nature de la série > u, de terme général :

(e~ (1+3)")er
(In(n2 + n))?

up =

5 % Y Soient o € R et pour tout n e N*,

(1))

Selon la valeur de o, étudier la nature de >, u, et >3 (—1)"u,.

6 % ¥r e Soit (u,) une suite réelle décroissante telle
que Y u, converge. Montrer que

weof2).

On pourra considérer Sy, — Sy, ou (S,) est la suite des
sommes partielles.

7 K Yeye Soit up €]0, 1[. Pour tout n e N, on pose

2
Upp1 = Up — U3,

. Montrer : Vne N, u, €]0, 1[. En déduire que

=

u, — 0.
n—-+aoo

N

. Montrer que Y, u? converge et déterminer sa somme.

w

Unt1 H
. Montrer que > In “o diverge.

~

. Quelle est la nature de > u,?

8 Ky Soient a, b > 0 et une suite (u,) une suite de
réels strictement positifs telle que

n+a

ntb "

1. Pour tout n € N*, on pose v, = In(n*u,), ot € R.
Déterminer la nature de

Z(Vn+l - Vn)-

2. En déduire un équivalent de u,.

VneN, upy =

3. (5/2) Déterminer la nature de la série ] up, ou

+00 dt
VnEN, LIn:J‘0 m

9 % % vc Formule de Stirling.

Pour tout n e N*, on pose

en
n"/n

1. Déterminer la nature de la série

S (I(uns1) — ().

2. En déduire I'existence d'un réel K > 0 tel que

1~ (2

Up = n!

n
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10 % Yc¥e Montrer la convergence de la suite () pen
définie par :
. 1
VYneN*, u,= —— —In(n).
! k; V1+ K2 (")

11 %k 3¢  Reégle de Raabe-Duhamel.

1. Comparaison logarithmique. Soient (up) et (v,) deux
suites a valeurs dans R . On suppose qu'a partir d'un

certain rang,
Up+1 < Vh+1

xx .

Un Vin

Montrer que si Y. v, converge, alors > u, converge, et
si >, u, diverge, alors > v, diverge.

2. On considére une suite (u,) de R% et un réel a > 0 tels

que
u a 1
ol 1+o<>.
Up n n

Montrer que si a > 1 alors Y] u, converge, et si a < 1,
alors > u, diverge.

3. Quedireducasa=17

12) %k vr Régle de Raabe-Duhamel (2).

On considére une suite (uy,),y de R telle que

neN

u a 1

s 1 2io(2)

Up n—+o n n

1. Pour tout n e N, on pose v, = In(n?u,). Montrer qu'il
existe v > 0 tel que u, ~ .

2. En déduire un critére de convergence pour la série >, tp.

13| %% v¢  Critére de condensation de Cauchy.

1. On considére une suite (U,)pen+ décroissante de réels
positifs. Montrer que

2 u, converge < ZQ”L@ converge.
n n
2. Retrouver la condition nécessaire et suffisante sur 8 € R
pour que la série de Bertrand

Z 1

ninf n

soit convergente.
14 %% ¥¢ Soit p e N*. Pour tout n e N, on note

1
In =f (1 —xP)"dx.

0
1. Montrer que si une suite (u,) vérifie

1 1
Un+1_un=_np+o<nZ>y

alors la suite (u” + '”7”) converge.

2. Etablir une relation de récurrence pour la suite (/).

3. Montrer qu'il existe a € R tel que /, ~ —7-
n /p

Transformation d’Abel

15 % vryc  Soit (u,) une suite de réels telles que . uy,
et > |upy1 — uy| convergent. Montrer que > u? est conver-
gente.

16 % % < On considére une suite réelle (u,) décroissante
telle que u, — 0. On pose
n——+00

VneN, v, = n(up, — Upy1).

Montrer que Y u, et Y v, ont méme nature, et méme somme
en cas de convergence.

17| %% ¥ Soient (u,) € KN et a > 0. Montrer que

u
Zun converge = 2—2 converge.
n

Techniques asymptotiques

18 % Y ¥Yc Déterminer un équivalent simple de

up = In(n').

19 %y ¥e Déterminer un équivalent de
3oL
k=n+1 \/E

1. En utilisant une comparaison série-intégrale.
2. En utilisant une somme de Riemann.

20 | Y%

1. Montrer que pour tout n € N, il existe un unique réel
up > 0 tel que
e + nu, = 2.
2. Déterminer la nature des séries > u, et > (—1)"u,,.

3. Déterminer un développement asymptotique de u, a la

précision .

21 % Y¢ ¥  Pour tout n e N*, on pose

1 1
Up=—In{1+—].
n n

+00
1. Justifier que > u, converge. On note R, = > uk
pour tout n e N*. k=n+1

2. Déterminer un équivalent de R,,.
3. Donner un équivalent de

1
n(n+1)

et en déduire un développement asymptotique de R, a

la précision 2.

up —
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22, %k v Soit D u, une série a termes strictement posi-
tifs convergente telle que

u, ~ R?,

ol (R,) désigne la suite des restes de la série. En considérant
la suite (v,) de terme général
1 1
Vy, = — —
! Rn Rnfl

déterminer un équivalent simple de u,.

Familles sommables

to 40 4
23 * % ¥ Calculer la somme Z Z

—-
k=2n=2 n

24, % ¥y Pour tout couple (n, m) € N x N*, on note

1
(n+m?)(n+m?+1)
Montrer que la famille (an,m) (, myenxn+ €St Sommable et don-
ner sa somme.

anm =

25| % Yc ¥ Somme des restes de la série exponentielle.

Calculer :

+
8
+

Q1
E.

n

3
|
o

k

26 %Y Somme des restes de la série de Riemann.
Déterminer les réels a tels que

27| Déterminer tous les réels a tels que

1
> m<+oo.

(i j)eN*?

28 %k ¥r  Montrer que la famille

1
x2
x€QN[1,4+00[

29 * % ¥ Calculer la somme

n'est pas sommable.

30 k% Soit x € R tel que |x| < 1.
1. Montrer que la famille (x*'), .2 est sommable.

2. En déduire que

ol d(n) désigne le nombre de diviseurs positifs de n.

31 %% ¥ On note A I'ensemble des entiers de N* qui
n'ont pas de 9 dans leur écriture décimale. Montrer que

Z%<+oo.

neA



