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4. Séries – Familles sommables

Nature de séries, calculs de sommes

1 ♡ Dans chacun des cas suivants, étudier la
nature de la série

ř

un.

1. un “
en

n!
.

2. un “ sin
1

n2
.

3. un “
?
n ` 1´

?
n.

4. un “
1

n2 ln n
.

5. un “
ln n

n2
.

6. un “
n

?
n

2n ` n
.

7. un “ n
1

n2 ´ 1.

8. un “ n
1
n ´ pn ` 1q

1
n .

9. un “

ˆ

n

n ` 1

˙n2

.

10. un “
1

pln nqln n
.

11. un “

ˆ

1

n

˙1` 1
n

.

2 ♡ Dans chacun des cas suivants, étudier la
nature de la série

ř

un.

1. un “ sin
´

π
a

n2 ` 1
¯

.

2. un “
p´1qn

?
n ` p´1qn

.

3. un “
1

n ln2pnq
.

4. un “

n
ÿ

k“1

1

npn ` kq
.

3 Dans chacun des cas suivants, calculer la
somme de la série.

1.
ÿ

ně1

1

npn ` 1q
.

2.
ÿ

ně2

ln

ˆ

1´
1

n2

˙

.

3.
ÿ

ně0

n ` 1

n!
.

4.
ÿ

ně0

cos n

2n
.

5.
ÿ

ně0

1

npn ` 1qp2n ` 1q
.

On rappelle que
n
ř

k“1

1
k “ ln n ` γ ` o p1q.

4 ♡ Séries de Bertrand.

1. Selon les valeurs de α, β P R, déterminer la nature de la
série

ÿ 1

nα lnβ n
.

2. Déterminer la nature de la série
ř

un de terme général :

un “

`

e´
`

1` 1
n

˘n˘
e
1
n

plnpn2 ` nqq
2

5 Soient α P R et pour tout n P N‹,

un “

˜

ˆ

1`
1

n

˙´n

´
1

e

¸α

Selon la valeur de α, étudier la nature de
ř

un et
ř

p´1qnun.

6 ♡ Soit punq une suite réelle décroissante telle
que

ř

un converge. Montrer que

un “ o

ˆ

1

n

˙

.

On pourra considérer S2n ´ Sn, où pSnq est la suite des
sommes partielles.

7 Soit u0 Ps0, 1r. Pour tout n P N, on pose

un`1 “ un ´ u2n .

1. Montrer : @n P N, un Ps0, 1r. En déduire que

un ÝÑ
nÑ`8

0.

2. Montrer que
ř

u2n converge et déterminer sa somme.

3. Montrer que
ř

ln
un`1
un

diverge.

4. Quelle est la nature de
ř

un ?

8 Soient a, b ą 0 et une suite punq une suite de
réels strictement positifs telle que

@n P N, un`1 “
n ` a

n ` b
un

1. Pour tout n P N‹, on pose vn “ lnpnαunq, où α P R.
Déterminer la nature de

ÿ

pvn`1 ´ vnq.

2. En déduire un équivalent de un.

3. (5/2) Déterminer la nature de la série
ř

un, où

@n P N, un “

ż `8

0

dt

p1` t2qn
.

9 ♡ Formule de Stirling.

. Pour tout n P N‹, on pose

un “
en

nn
?
n
n!

1. Déterminer la nature de la série
ÿ

plnpun`1q ´ lnpunqq.

2. En déduire l’existence d’un réel K ą 0 tel que

n! „ K
?
n

´n

e

¯n

.
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10 ♡ Montrer la convergence de la suite punqnPN‹

définie par :

@n P N‹, un “

n
ÿ

k“1

1
?
1` k2

´ lnpnq.

11 Règle de Raabe-Duhamel.

1. Comparaison logarithmique. Soient punq et pvnq deux
suites à valeurs dans R‹

`. On suppose qu’à partir d’un
certain rang,

un`1

un
ď
vn`1

vn
.

Montrer que si
ř

vn converge, alors
ř

un converge, et
si

ř

un diverge, alors
ř

vn diverge.

2. On considère une suite punq de R‹
` et un réel a ą 0 tels

que
un`1

un
“ 1´

a

n
` o

ˆ

1

n

˙

.

Montrer que si a ą 1 alors
ř

un converge, et si a ă 1,
alors

ř

un diverge.

3. Que dire du cas a “ 1 ?

12 Règle de Raabe-Duhamel (2).

On considère une suite punqnPN de R‹
` telle que

un`1

un
“

nÑ`8
1´
a

n
`O

ˆ

1

n2

˙

.

1. Pour tout n P N, on pose vn “ lnpnaunq. Montrer qu’il
existe γ ą 0 tel que un „

γ
na .

2. En déduire un critère de convergence pour la série
ř

n un.

13 Critère de condensation de Cauchy.

1. On considère une suite punqnPN‹ décroissante de réels
positifs. Montrer que

ÿ

n

un converge ô
ÿ

n

2nu2n converge.

2. Retrouver la condition nécessaire et suffisante sur β P R
pour que la série de Bertrand

ÿ 1

n lnβ n
soit convergente.

14 Soit p P N‹. Pour tout n P N, on note

In “

ż 1

0

p1´ xpqn dx.

1. Montrer que si une suite punq vérifie

un`1 ´ un “ ´
1

np
`O

ˆ

1

n2

˙

,

alors la suite
´

un ` ln n
p

¯

converge.

2. Établir une relation de récurrence pour la suite pInq.

3. Montrer qu’il existe a P R tel que In „
a

n1{p
.

Transformation d’Abel

15 ♡ Soit punq une suite de réels telles que
ř

un
et

ř

|un`1 ´ un| convergent. Montrer que
ř

u2n est conver-
gente.

16 On considère une suite réelle punq décroissante
telle que un ÝÑ

nÑ`8
0. On pose

@n P N, vn “ npun ´ un`1q.

Montrer que
ř

un et
ř

vn ont même nature, et même somme
en cas de convergence.

17 Soient punq P KN et α ą 0. Montrer que
ÿ

un converge ñ
ÿ un
nα

converge.

Techniques asymptotiques

18 ♡ Déterminer un équivalent simple de

un “ lnpn!q.

19 Déterminer un équivalent de

2n
ÿ

k“n`1

1
?
k
.

1. En utilisant une comparaison série-intégrale.
2. En utilisant une somme de Riemann.

20

1. Montrer que pour tout n P N, il existe un unique réel
un ą 0 tel que

eun ` nun “ 2.

2. Déterminer la nature des séries
ř

un et
ř

p´1qnun.
3. Déterminer un développement asymptotique de un à la

précision 1
n2 .

21 ♡ Pour tout n P N‹, on pose

un “
1

n
ln

ˆ

1`
1

n

˙

.

1. Justifier que
ř

un converge. On note Rn “
`8
ř

k“n`1

uk
pour tout n P N‹.

2. Déterminer un équivalent de Rn.
3. Donner un équivalent de

un ´
1

npn ` 1q

et en déduire un développement asymptotique de Rn à
la précision 1

n2 .
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22 Soit
ř

un une série à termes strictement posi-
tifs convergente telle que

un „ R2n,

où pRnq désigne la suite des restes de la série. En considérant
la suite pvnq de terme général

vn “
1

Rn
´
1

Rn´1

déterminer un équivalent simple de un.

Familles sommables

23 ♡ Calculer la somme
`8
ÿ

k“2

`8
ÿ

n“2

1

nk
.

24 Pour tout couple pn,mq P Nˆ N‹, on note

an,m “
1

pn `m2qpn `m2 ` 1q

Montrer que la famille pan,mqpn,mqPNˆN‹ est sommable et don-
ner sa somme.

25 Somme des restes de la série exponentielle.

.
Calculer :

`8
ÿ

n“0

`8
ÿ

k“n

1

k!
.

26 Somme des restes de la série de Riemann.

. Déterminer les réels α tels que

`8
ÿ

n“0

`8
ÿ

k“n`1

1

kα
ă `8.

27 Déterminer tous les réels α tels que

ÿ

pi ,jqPN‹2

1

pi ` jqα
ă `8.

28 Montrer que la famille
ˆ

1

x2

˙

xPQXr1,`8r

n’est pas sommable.

29 ♡ Calculer la somme

`8
ÿ

k“1

1

kpk ` 1q

k
ÿ

n“1

p´1qn´1

n
.

30 Soit x P R tel que |x | ă 1.

1. Montrer que la famille pxklqpk,lqPN‹2 est sommable.

2. En déduire que

`8
ÿ

k“1

xk

1´ xk
“

`8
ÿ

n“1

dpnq xn,

où dpnq désigne le nombre de diviseurs positifs de n.

31 On note A l’ensemble des entiers de N‹ qui
n’ont pas de 9 dans leur écriture décimale. Montrer que

ÿ

nPA

1

n
ă `8.
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