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4. Séries — Familles sommables

Nature de séries, calculs de sommes L G e
. . . . . 1
1 % Y¢¥c  Dans chacun des cas suivants, étudier la sin (7r\/ n2 + 1) = sin ( <1 +55+ O( )))
nature de la série > uj,.
= sin(wn+f+0 ))
n N = (=1)"sin (——l—O( ))
1. un:i. 7. Uy =nn —1.
n! 1 1 T 1
1 8. up=nn—(n+1)n. = (-1) (%Jro(ﬁ))
2. U, = sIn —- ,
n n
3. u,=+/n —/n. 9. u, = n _ Don; !a série e,SJ_E somme /d’une série C(?n.vergente (par
1 n+1 le critére des séries alternées), et une série absolument
4. Uy = 2inn o - 1 convergennte, elle converge.
soHn T Inn- 1 1 In2 .
5 _ lnl (Inp)inn 4. u, = — ~ 2 car par somme de Riemann,
. Up 5 n2 14+ k n
n 1 141 i
n\/n "
0. U, = f . 11. up = () . 1 n 1 1 T
2n +n n = e f = In2.
nk:11+% n—+wo Jo 1+ x
La série diverge.
. 3 | %Y Dans chacun des cas suivants, calculer la
Indication. somme de la série.
1. Régle de d'Alembert.
1 cosn
3. Uy~ 2\1/5_ = n(n+ 1) =0
1
4. 0< up < 5. L 5
’ 2. 2 in (1 : ' ;)n(n+1)(2n+1)'
5. n*?u, —> 0donc u, = o( 3/2) n=2 n=
n——+00 o n+ 1
0. I72u,7 — 0. 3. Z
M=>re8 n=0 !
7. Up~ ';—2”
n
8. Un~ —75. On rappelle que Y, + =Inn+~+o(1).
2 1 1 1 k=1
9. u,=e" I"(H'ﬁ) = e_”+§+°(5) ~ e_”\/é_
10. f72LIn — e2\nne—lnnln(lnn) — e(2—In(|nn))|nn 4 *ﬁ* Sér/'es de Bertrand
Pour n assez grand, on a 2 — In(Inn) < 0, donc
2 .
Wy —= W 1. Selon les valeurs de o, 8 € R, déterminer la nature de la
série
11 u, :l(l)% or(l)%:e%ln%ﬁl donc u, ~ % 271
Tl e ’ o nxlnPn’
2. Déterminer la nature de la série > u, de terme général :
2 % % ¥ Dans chacun des cas suivants, étudier la ym 1
6ri (e—(1+7))er
nature de la série > up,. up =

(In(n? + n))?

1. up =sin (WV n? + 1)- 3. Uy, = ; Indication.

1. Comparaison série intégrale.

2. Uy =

n
= 4.y, = # 2. Rechercher un équivalent de uj.
0= el
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5 %% Y Soient a € R et pour tout n e N*,

(1) -
= (1+2) ==
n (S

Selon la valeur de o, étudier la nature de > u, et D3(—1)"up.

© Y, up converge si et seulement si a > 1.

o (—1)"u, converge si et seulement si o > 0.

6 % vryc Soit (u,) une suite réelle décroissante telle
que Y u, converge. Montrer que

weo(l).

On pourra considérer Sy, — Sp, o0 (S,) est la suite des
sommes partielles.

Comme ) u, converge, on a Sop — S, —> 0. Or par dé-
. n——+0o0
croissance, on a pour tout n € N,

— S, = Z Ux = Z U2n—nU2n(> O)

k=n+1 k=n+1

Ainsi, par encadrement, on a 2nu,, — 0. Par ailleurs,
n—-400

VneN, 0<(2n+ 1)1 < (2n+ 1)y — O

n—+00

car 2nu, —> Oetu, —> 0, donc (2n+ 1)thpy1 —> O.
n—+00 n—+00 n—+00

On en déduit que nu, — 0, ce qui conclut.
n— 400

7 %< ye Soit g €]0, 1[. Pour tout ne N, on pose

2
Upt1 = Up — U5,

1. Montrer : ¥ne N, u, €]0, 1[. En déduire que

u, — 0.
n—+00

2. Montrer que >, u? converge et déterminer sa somme.
Up41 H

3. Montrer que > In == diverge.

4. Quelle est la nature de >, u,?

1. On montre par une rapide récurrence que pour tout
neN, ona0< u, <1. Par ailleurs, pour tout n € N,
Unt1 — Un = —u2 < 0, donc la suite (un)s est décrois-
sante et minorée par 0, donc elle converge vers un réel

L.

On adonc tpy1 — Letu? —s £°.
n— 400 n— 400

Par passage a la limite, on en déduit que £ = £ — ¢2, ce
qui donne ¢2 = 0, puis £ = 0.

2. Pour neN, on a

Z’Jk = Z Uk_Uk+1) = Uo — Upy1 —> Uo,
k=0 e

car la somme obtenue est télescopique. Ceci montre la
convergence de la série 3. 12, dont la somme vaut wp.

3. Ona

Z ”k“ - anln(ukﬂ)—ln(uk)

|n(u,,+1) — |n(U0),

car la somme est télescopique.

Comme upt1 —> 0, In(Upt1) — In(ty) —> —o0, et
n—+00

n—+0o0
>in (”"“) diverge.

n=0
4. Onaln ( ”“) =1In(1 — uy) ~ —u, car u, —> 0.
n—+00
Ainsi, comme la série a termes positifs — > In(1 — up)
est divergente, on en déduit que la série Y, u, est diver-
gente.

8 K yryw Soient a, b > 0 et une suite (u,) une suite de
réels strictement positifs telle que
n+a
n+b
1. Pour tout n € N*, on pose v, = In(n®u,), ol a € R.
Déterminer la nature de

Z(V”“ — V).

2. En déduire un équivalent de u,.

VYneN, upig = Up

3. (5/2) Déterminer la nature de la série > u,, ol
+0o0 dt

VneN, Un:J;) m

9 % K% ¥ Formule de Stirling.
Pour tout n e N*, on pose

en
U, = n
" nny/n
1. Déterminer la nature de la série

Z (ln(unJrl) - ln(un))'

2. En déduire I'existence d'un réel K > 0 tel que

ok (2)

1. Ona
Un+1 e (n+1)In"y/n
Un (n+1)"*+1y/n+ 1lemn!
. n" A/n
(n+1)"y/n+1

n n+%
= € Nt 1 .
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Ainsi,

In Un+1 _ 1_ (n + 1>
Up 2
1

Il

—

|
RS

S|

_l’_
N |
N~
/N

Par conséquent, In(unt1) — In(un) = O (), et la série

converge absolument.

2. (In(un)) est de méme nature que >, In(unt1) — In(un),

donc converge vers un réel £. Ainsi, u, —> e
n—-+4oo

En posant K = e’ > 0, on a bien le résultat.

10 % Y¢ ¥ Montrer la convergence de la suite () pene
définie par :
. 1
YneN*, u,= —— —In(n).
! k; V1+ K2 (")

Indication. Montrer que >, Un41 — Us CONVerge.

11| %% ¥r Régle de Raabe-Duhamel.

1. Comparaison logarithmique. Soient (u,) et (v,) deux
suites a valeurs dans R%. On suppose qu'a partir d'un
certain rang,

Un+1 Vni1
< =
Up Vn
Montrer que si . v, converge, alors >’ u, converge, et
si Y. u, diverge, alors > v, diverge.

2. On consideére une suite (u,) de R% et un réel a > 0 tels
que

Montrer que si a > 1 alors Y} u, converge, et si a < 1,
alors > u, diverge.

3. Quedireducasa=17

12| %k 3¢ Régle de Raabe-Duhamel (2).

On considére une suite (), de R7 telle que

neN

u a 1
o~ 1-240 (2> .
U, n—+w n n
1. Pour tout n € N, on pose v, = In(n?u,). Montrer qu'il
existe v > 0 tel que u, ~ %

na:

2. Endéduire un critére de convergence pour la série ), up.

13| %k ¥y  Critére de condensation de Cauchy.

14

. On considére une suite (Uy)pen+ décroissante de réels

positifs. Montrer que

Z u, converge < Z2HU2n converge.
n n

. Retrouver la condition nécessaire et suffisante sur 3 € R

pour que la série de Bertrand

Z 1

nin® n

soit convergente.

* % % Soit pe N*. Pour tout ne N, on note

1
Iy = J (1 —xP)"dx.

0

. Montrer que si une suite (u,) vérifie

1 1
Un+1_Un__np+O(nz>,

alors la suite (un + '"7”> converge.

. Etablir une relation de récurrence pour la suite (/,).

L a
Montrer qu'il existe a € R tel que /, ~ 7
n /p

2. On écrit

3. On applique la question 1 a la suite de terme général

1. On pose, pour tout n€ N*, v, = u, + '”7". Alors

1 1
Vngl — Vo = Upg1— Up+—=In| 14+ =
p n

Ainsi, > (Vat1 — Vi) converge, donc la suite (v,) égale-
ment.

1 1
Int1 :j (lfxp)"dxfj xP(1 — xP)"dx
0 0

Ainsi,
1 1
Y ff —px"7H (1 — xP)" x dx
b Jo
1 1 _ p\n+1 \
_ _,J &dx _ _/7+1
pJo n+1 p(n+1)
par IPP, ce qui donne
p(n+1)
Iny1 = ——— .
p(n+1)+1

U, =In(/5). On a

) = (1= )

L +O(i2).
pn n

Alors, (In(ln) + '”7”) converge, vers un réel £. En com-
posant par exp,
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1
Ihn'’? — et
n——400

£

En posant a = €°, on a bien le résultat.

Transformation d’Abel

15 * vc3e  Soit (u,) une suite de réels telles que >’ u,
et 3 |uny1 — Upn| convergent. Montrer que . u2 est conver-
gente.

On fait une transformation d'Abel : on note (S,) la suite des
sommes partielles de Y uy.

Z B = 2 Uk(Sk — Sk—1) + u
k=0

k=1
n n—1
= Z Uk Sk — Z Uk+1Sk
k=0 k=0
n—1

Comme (S,) converge, elle est bornée, disons par M.

- u, —> 0, donc u,S, — 0.
n——+00 n——+0o0

= |(uk — k1) S| < Muk — k1]

n
Ceci assure que (Z uf) converge.
k=0

16| %% vx On considere une suite réelle (u,) décroissante
telle que u, — 0. On pose
n—+00

VneN, v, = n(u, — Ups1).

Montrer que Y’ u, et Y v, ont méme nature, et méme somme
en cas de convergence.

On a par transformation d'Abel :

n

Z”: Uk = Z u(k —(k—=1)) = nz_: k(Uk — Uk+1) + nup.
k=0 k=0

k=0

donc
n

n—1
Sue= S v + nun
k=0 k=0
— Si >} us converge, alors on peut montrer (voir exercice

plus haut) que comme (u,) décroit, on a nu, - 0.
n——+0o0

Ce qui précede donne donc la convergence de )’ vy, est
la somme est la méme.

— Si maintenant Y, v, converge, alors il faut encore étu-
dier le comportement de nu, :

+00 +0o0 +00
Vk
nun:nZ(ukfukH):nZ—s ka — 0
k n—+0o0
k=n k=n k=n

d’oll la convergence de Y] un, et la somme est a nou-
veau la méme.

17 %% ¢ Soient (u,) € KN et a > 0. Montrer

u
Zun converge = 2—2 converge.
n

Techniques asymptotiques

18 % Ye Déterminer un équivalent simple de

up = In(n").

Comparaison série intégrale :

fnln(t)dt < Zn: In(k) < Jnﬂ In(t)dt

2

Ou méme
fnln(t)dt < S In(k) < Jn In(t) dt + In(n).

Comme .,
J In(t)dt = nin(n) —n+1
1
On obtient par encadrement que In(n!) ~ ninn.

19 %< ¥ Déterminer un équivalent de
y L
k=n+1 \/;

1. En utilisant une comparaison série-intégrale.

2. En utilisant une somme de Riemann.

20 | % Yo yv

1. Montrer que pour tout n € N, il existe un unique réel
up, > 0 tel que

e + nu, = 2.

2. Déterminer la nature des séries > u, et >.(—1)"up.

3. Déterminer un développement asymptotique de u, a la

précision .

1. La fonction f, : x — €* + nx — 2 est strictement crois-

sante sur R, continue, et f,(0) = —1, f(x) o, T
n—+00
2. Ona
2—e 2
0<un< < =
n n
donc par encadrement, u, — 0.
n—+0o0

Ainsi, nu, = 2 — e —> 1, donc u, ~ %, donc Y uy
n— 400
dv.

On a fp(un+1) < 0 = fp(us, donc la suite est décrois-
sante. Ainsi, >,(—1)"u, cv.

3. Ona

2— (14 un+o0(un))
1 — Un+ o (un)

nun
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Donc (n+ 1)uy, = 14 o (up), puis

L o)=L, o(2
n+1 n+1) n n n? /"
On peut aussi écrire u, = % + Vv,, et injecter :

1 1
1+nvn=2—<1+7+vn+0(7>)
n n

7 +o(w)

Up =

donc v, = —

21 * % ¥ Pour tout n e N*, on pose

1 1
up=—-In{1+—|.
n n

1. Justifier que > u, converge.

+0
2. Déterminer un équivalent de R, = Y. uy.
. k=n+1
3. Donner un équivalent de !
1
u —_——_—
" n(n+1)

et en déduire un développement asymptotique de R, a

la précision 2.

1
1. Onaun~—2.
n

2. Par équivalence des restes, on a R, ~ %

1 1
3. Onaun_m’\'ﬁ.

Par équivalence des restes et par télescopage, on a

R L —i-i—o L
" n+1 42 n)
1

n+1"'

1 3 1
Ro==-— — =.
n 4n2+o(n2)

En écrivant un DL de on obtient

u
Comme — ~ R, —> 0 par hypothése, on a alors
R n— 400

n

Rn—l
—
Rn n—+o

1, donc v,~1

d'aprés ce qui précéde. On a donc équivalence des sommes
partielles :

. 1 1 1
ce qui donne R, ~ n, donc R, ~ o et up ~ =

Familles sommables

to 40 4
23 K % yYc  Calculer la somme Z Z

-
k=2n=2 n

24| % vryc  Pour tout couple (n, m) € N x N*, on note

1
(n+m?)(n+m?+1)
Montrer que la famille (ap,, )
ner sa somme.

anm =

(n.m)eNxn+ €St sommable et don-

On fixe me N*. Soit Ne N, on a

N N
nm n+m2 n+1+m?
n=0 n=0
1 1 1
= —_—— Y —  —.
m? N+1+m? Noto m?

Comme Y. -1 est convergente, la famille est sommable, et

m2
+o0 1 _ m2

sa somme vaut > "7 — = .

22, %k v Soit ) u, une série a termes strictement posi-
tifs convergente telle que

Up ~ R,27,

ol (R,,) désigne la suite des restes de la série. En considérant
la suite (v,) de terme général

= —
niRn Rnfl

déterminer un équivalent simple de u,.

Ona Rn,_1 — Ry = up, donc Rp_1 — Ry ~ R2. Ainsi,

e Ranfl Rnfl
Oron a .
n—1 Un
R TR,

25 %Y Somme des restes de la série exponentielle.

Calculer :

+0 40 4
—.
n=0 k=n k!
Ona:
K
100 o0 4 ~ 1 +0 1
- X m-2Xld
n=0 k=n (k,n)eN2, k=0 n=0
k=n

k=0 . k=1

par sommation d'une famille de Ry. On obtient que la série
est convergente, et vaut 2e.

26 K% Somme des restes de la série de Riemann.

Déterminer les réels a tels que
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Comme dans |'exercice précédent,

+0  +00 +00 k—1 +00 1
> Y = =X, =
n=0 k:n+1 =1n=0 k k=1 k

On a donc sommabilité si et seulement si a > 2.

27 %k ¥¢  Déterminer tous les réels o tels que
Z 1 < 4w

— .
e U FY)

28 %k ¥r  Montrer que la famille

(=)
X2 xeQn[1,4+00[

n'est pas sommable.

29 * % ¥  Calculer la somme

k nfl

+0
Zkk—i—lz n

n=1

On a par Fubini-Tonelli,
k +00 +00
1 1 1 1 1
kzzlm;:lﬁ B HZ:IE Z: ("m) :Z?

Comme Y ”—12 < +o00, la famille est sommable. Ainsi, on peut
appliquer Fubini (cas général) :

30 %k Soit x € R tel que |x| < 1.
1. Montrer que la famille (x'), cy.> est sommable.
2. En déduire que

+00 k

2T = Zd

k=1
ol d(n) désigne le nombre de d|V|seurs positifs de n.

31 %% v On note A I'ensemble des entiers de N* qui
n'ont pas de 9 dans leur écriture décimale. Montrer que

Z%<+oo.

neA




