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3. Réduction des endomorphismes

Spectre, polyndme caractéristique

1| Yev% ¥ Spectre de I'inverse.
Soient £ un espace vectoriel et u e GL(E). Montrer que

1
Sp(u™t) = {X A€ Sp u} .
Montrer que pour tout A € Sp u,

Ex(u) = Ex(u™).

>

2 K Yc¥c  Translation/dilatation du spectre.

Soient E un espace vectoriel, ue Z(E) et a € K. Exprimer
Sp(au) et Sp(u + aldg) en fonction de Sp u.

3 * Yr¥e Soient A, B € M,(K). Dire si les assertions
suivantes sont vraies ou fausses. Justifier.

1. Si A et B sont diagonalisables, A + B I'est également.
Si A et B sont trigonalisables, A + B I'est également.
0eSpA = 0eSp(A?).
SpA2 ={)\?, AeSpA}.

H wnN

4 | Jyeyve Soient Ae #,(Z) et € Z tels que

Vie [[1, I'I]], Z ajj = p.

j=1
1. Montrer que p € Sp(A).

2. Montrer que p divise det A.

5 % ¥¢¥r  Soient E un C-espace vectoriel de dimen-
sion finieet u, v e Z(E) tels que u et v commutent. Montrer
que u et v ont au moins un vecteur propre commun.

6 Kk Soient n € N un entier impair et A € .#,(R)
telle que Sp(A) — U et det A = 1. Montrer que 1 est valeur
propre de A.

7 | %% ¥c Dimension infinie.
Soient £ = CY I'espace des suites complexes et T € Z(E)
défini par
Yue CN, T(u) = (Upt1 — Un)nen.
1. Déterminer les valeurs propres de T et les sous-espaces
propres associés.

2. Méme question en changeant E en l'espace £® des
suites complexes bornées. Représenter Sp(T) dans le
plan complexe.

8 | %% % On considére la matrice

0 1 (0)

A= 1 € M»(R)
1
(0) 1 0

1. Pour tout 8 € R\7Z, calculer
Dp(0) = det(A + 2cos0l,).

2. En déduire les valeurs propres de A.

9 % %% Matrices stochastiques.
Soit M € .#,(R) une matrice telle que

n
Vi,je[l,n], m;=>0, et Viell,n], Z mij=1.
j=1

1. Montrer que 1 est valeur propre de M.

2. Montrer que pour tout A € Sp(M), |A| < 1.

10 % ¥s  Disques de Gershgorin.
Soit Ae . #,(C).

n
1. Montrer que Sp(A) = |J D;, ot pour tout i € [1, n],
i=1

D; = {ZE C |z—aii < Z|ai,j|}'
=i

n -
puis Sp(A) < |J D;, ot pour tout i € [1, n],
i=1

D; = {Z e C, |Z — a,-,,-| < Z |aj,,-|}.
j=i
2. On dit que A est a diagonale strictement dominante si

Vie L n], laiil > )] lail.
J=i
Montrer que si A est a diagonale strictement dominante,
alors A est inversible.

11 * ycvc  Matrice compagnon.
Soit P un polyndme unitaire de K,[X], noté :

P=X"+a, 1 X" 4+ .. +aX+a
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On pose
"0 a0 ]
1 —adi1
A= :
0
| 1 —adp—1 |

Montrer qu'alors x4 = P. On dit que A est la matrice com-
pagnon du polyndme P.
Diagonalisation

12 % Yr¥e Diagonaliser les matrices suivantes, en vi-
sant la démarche la plus efficace.

1 ... ... 1
1 1 2 0 -1
A= eMy(R), B=|2 1 -2
0 0 1
1 A 1
1 j 72
C=1j2 1 |
i Pl

13| % Yc¥r  Matrice 4 paramétre.

Soit a € R. On considére la matrice

0
A=

= O

1
a 1
a 0
1. Déterminer les valeurs propres de A.

2. Déterminer les valeurs de a € R telles que A soit diago-
nalisable.

14| % Yc¥c  Matrice a paramétre.

Etudier, en fonction des paramétres a, b, c,d, e, f € K, la
diagonalisabilité de la matrice

Q T v
® 0 Rk O
- N O O
N O O o

15 * 73 Montrer qu'une matrice A € .#,(R) de
rang 1 est diagonalisable si et seulement si tr A = 0.

16 % % v L'endomorphisme u € £ (#,(K)) défini
par
u: M(K) —  (K)
A o Attr(A),

oll n € N*, est-il diagonalisable ?

17 * %< Soient a,b € K et un entier n € N*. On

considére la matrice

LT L
ST L0 T
Vv T W

€ /ﬂgn(K)

1. Selon les valeurs de a et b, déterminer le rang de A.

2. Montrer que A est diagonalisable.

18| % %3¢ Soient E un espace vectoriel de dimension fi-
nie, ue Z(E) et A\, u € K distincts tels que

(LI— >\|dE) o (U—/.,L|dE) = Of(E)
Montrer que u est diagonalisable.

19 kkvc Soit A e .#,(C) telle que xa est scindé a ra-
cines simples. Montrer qu'il existe un nombre fini de matrices
M e #,(C) telles que

M3 —3M = A

20 %k vr  Soit A€ .#,(C) une matrice diagonalisable et

M:[i g‘]e///gn(«:)_

1. Exprimer les valeurs propres de M en fonction des va-
leurs propres de A.

2. Montrer que M est diagonalisable si et seulement si A
est inversible.

21| %% ¥¢ Soient E un espace vectoriel de dimension finie
et ue Z(E).

1. Si u est diagonalisable, a-t-on E = Keru® Imu?

2. Si E =Keru®Imu, a-t-on u diagonalisable ?

22 % % Yc Diagonalisation simultanée.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et
f,g e Z(E). On suppose que fog = gof, et f admet
n valeurs propres distinctes.

1. a. Montrer que tout vecteur propre de f est vecteur
propre de g.

b. En déduire que f et g sont diagonalisables dans une
méme base de E.

2. Application. On considére la matrice

11 -1
A=11 1 1
11 1
Déterminer le nombre de solutions M € .#3(R) de

|"équation
2M? 4+ 5M = 3A.



