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3. Réduction des endomorphismes

Spectre, polyndme caractéristique

1| Ye¥es%  Spectre de I'inverse.
Soient E un espace vectoriel et u e GL(E). Montrer que

1
Sp(ut) = {X e Sp u} :
Montrer que pour tout A € Sp u,

Ex(u) = Ei(u™h).

>l

Soit ue GL(E). Comme u et u~* sont injectifs, O n'est pas
dans leur spectre. Pour tout A € K*,
A€ Spu < Ixe E\{0}, u(x) = Ax
< Ixe E\{0}, x = u"'(Ax)
< 3x e E\{0}, u(x) = 3+x

< +eSp(ut)

donc Sp(u™') = {3, Ae Spu}.

Soit X € Spu. En reprenant le calcul précédent, pour tout
x € E,

x€Ex(u) & u(x) =Xx & u ' (x) =ix & x€ E%(u’l)

donc Ex(u) = E1(u™h).

1
X

2 ¥  Translation/dilatation du spectre.

Soient E un espace vectoriel, u e Z(E) et a € K. Exprimer
Sp(au) et Sp(u + aldg) en fonction de Sp u.

Sia =0, Sp(au) =Sp0 = {0}.
Sia#0,
A€eSpu < Ixe E\{0}, u(x) =Ax
< Ix e E\{0}, (au)(x) = adx
< aX e Sp(au).
Dans les deux cas, Sp(au) = {aX, A € Spu} = aSpu. Par
ailleurs,
AESpu < Ixe E\{0}, AX =X
< Ixe E\{0}, (u+ alde)X = (A + a)x
< A+ aeSp(u+ aldg).
On en déduit Sp(u + aldg) = {A + a, A e Spu}.

\ J

3 * vryc Soient A, B € M,(K). Dire si les assertions
suivantes sont vraies ou fausses. Justifier.

1. Si A et B sont diagonalisables, A + B I'est également.
2. Si A et B sont trigonalisables, A + B I'est également.

3. 0eSpA < 0e Sp(A?).
4. SpA? = {X\2, AeSpA}L

1. Faux. Par exemple :

1 1] _J1 1], [0 o
0 1| |0 O 0 1f°
2. Vrai dans le cas K = C (car toutes les matrices de
M (C) sont trigonalisables, mais faux en général :

0 —1] _[o -1}, [0 o©
1 0| |[o o 1 0|
3. Vrai. On a 0 € Sp(M) si et seulement si M n'est pas

inversible. Or det(A?) = det(A)?, donc A est inversible
si et seulement si A? I'est.

4. Faux. On a {X?, X\ e Sp A} c Sp A%, mais I'autre inclu-
sion est fausse si K = R : par exemple, si

0 -1
Sl
alors A2 = —/,, donc Sp(A?) = {—1}, mais SpA = @.

En revanche, on voit en trigonalisant A que I'assertion
est vraie si K = C.

4 K Yrycr Soient Ae #,(Z) et € Z tels que

n
Vie[l,n], Z aij =p.
j=1

1. Montrer que p € Sp(A).
2. Montrer que p divise det A.

1. La condition sur A entraine que (1 1)T est vec-
teur propre de A, associé a la valeur propre p, donc
p € Sp(A).

2. D’apres la question précédente, on a xa(p) = 0. En
notant xa = > _, kX", on a

(=1)"detA = ap = — Zakpk.
k=1

Or d'aprés la définition du déterminant, les ax sont dans
Z car les coefficients de A le sont. Ainsi, on a bien
p | det A.

On peut aussi écrire directement le déterminant de A, et
effectuer I'opération C; < C1 + ...+ C, qui ne change
pas le déterminant. Une factorisation conclut.

5 * ¢ ¥  Soient E un C-espace vectoriel de dimen-
sion finie et u, v € Z(E) tels que u et v commutent. Montrer
que u et v ont au moins un vecteur propre commun.



MP — Lycée Montesquieu

2026-2027

Comme on travaille sur C, v admet au moins une va-
leur propre X, on note Ex(u) le sous-espace propre associé.
Comme u et v commutent, Ex(u) est stable par v, et on
peut considérer I'endomorphisme vy induit par v sur Ex(u).

A nouveau, comme on travaille sur C, vx a au moins une va-
leur propre, donc posséde un vecteur propre x, qui est donc
aussi vecteur propre de v. On a par ailleurs x € Ex(u), donc
x est vecteur propre de u et de v.

6 Kk Soient n € N un entier impair et A € .#,(R)
telle que Sp(A) < U et det A = 1. Montrer que 1 est valeur
propre de A.

On sait que si A € Sp(A), alors X € Sp(A) avec méme mul-
tiplicité, car A est a coefficients dans R. Ainsi, les valeurs
propres de A dans C\R comptées avec leur multiplicité sont
en nombre pair.

Comme n est impair, on déduit de ce qui précéde qu'il y a un
nombre impair de valeurs propres réelles (donc dans {—1, 1})
comptées avec leur multiplicité. Si 1 = Sp(A), alors —1 est
la seule valeur propre réelle, et on note a sa multiplicité, qui
est donc impaire.

En regroupant les complexes avec leurs conjugués, on obtient

A =1, donc
AeSp(A) NC\R
detA= [[ x= [[ *x=(-1*=-1,
AeSp(A) AESP(A) AR

et il y a contradiction.

7 | %Yy Dimension infinie.
Soient £ = CY I'espace des suites complexes et T € Z(E)
défini par
Yue (CN, T(U) = (Un+1 - Un)neN-
1. Déterminer les valeurs propres de T et les sous-espaces
propres associés.

2. Méme question en changeant E en l'espace £* des
suites complexes bornées. Représenter Sp(T) dans le
plan complexe.

8 %% On considére la matrice

0 1 (0)

Ao |l & M,(R)
1
(0) 10

1. Pour tout 8 € R\nZ, calculer
Dp(6) = det(A + 2cosbl,).

2. En déduire les valeurs propres de A.

9 %k Yy Matrices stochastiques.

Soit M € .,(R) une matrice telle que

n
Vi,je[l,n], m;=>0, et Viell,n], Z mij=1.
j=1
1. Montrer que 1 est valeur propre de M.

2. Montrer que pour tout X € Sp(M), |A| < 1.

10 %% %  Disques de Gershgorin.
Soit A e .4,(C).

n
1. Montrer que Sp(A) = |J D, ot pour tout i € [1, n],
i=1

D; = {ze C, |z—aii < Z|9U|}'
j=i

n ~
puis Sp(A) < | J D;, ol pour tout i € [1, n],
i=1

Bi={zeC. z-aul < Dlaul .
J=i
2. On dit que A est a diagonale strictement dominante si

Vie [Ln], laiil > ] lail.
J=i
Montrer que si A est a diagonale strictement dominante,
alors A est inversible.

11 * Y¢¥c  Matrice compagnon.
Soit P un polyndme unitaire de K,[X], noté :

P=X"+a, 1 X" 4. . +aX+a

On pose
0 L
1 —ai
A=
B 1 —dp—1 |

Montrer qu'alors x4 = P. On dit que A est la matrice com-
pagnon du polynéme P.

Indication. Raisonner par récurrence sur n. Développer par
rapport a la premiére ligne.

Montrons le résultat par récurrence sur n.
— Sin =1, alors la matrice A est réduite au scalaire —ap,
donc on a xa = X + ap = P, ce qui conclut.

— Soit n = 2. On suppose que le résultat est vrai au rang
n—1.SiP=X"4+a, X" 4+ . +aX+aetA
est la matrice de I'énoncé, on obtient en développant
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par rapport a la premiére ligne :

X ao
XA = -t -
X X
-1 X+4an1
X ai
—1
= X
X X
-1 X+4an1
-1 X
1
-&-(—1)"+ ao

X
-1

Ce dernier déterminant vaut (71)”“30(71)”’1 = ap.
En utilisant I'"hypothése de récurrence pour le premier,
on obtient

XA = )(()(n_1 + an_lX"_2 + ...+ aX+ 81) + ao
= X"+ a1 X" '+ .+ a X+ ao,

ce qui conclut.

Diagonalisation

12 % Yr¥e Diagonaliser les matrices suivantes, en vi-
sant la démarche la plus efficace.

1 ... ... 1
1 .. 1 2 0 -1
A=|. ) . | e #,(R), B=12 1 -2/,
: : : : 00 1
1 ... ... 1
1 j 7
C=12 1 |
j 21

ix1 = (1 ... 1)T est vecteur propre de A, associé a la
valeur propre n. Par ailleurs, rg A = 1, donc par le théoreme
du rang, dim Eo(A) = dimKer A = n — 1. Ainsi, comme

dimEo(A)=n—1, et dmE,(A) =1,

on a dim E,(A) = 1, et comme n = dim Eq(A) + dim E,(A),
la matrice est diagonalisable. Par ailleurs,

1 1 1

—1 0 0

0 -1 .

X2 = , X3 = ver o Xn = .
X . 0
0 0 -1

sont dans le noyau de A, donc vecteurs propres associés a la
valeur propre 0. lls forment clairement une famille libre. On

en déduit que A = PDP~!, en choisissant

1 1 1 1
1 -1 0 0
P= 0
S
1 0o -1

et D = diag(n,0,..., 0).

: Comme A est de rang 1, on a KerA = n—1, et on
remarque

1 1 1
=1 0 0
0 -1 .
X2 = , X3 = B EEER Xl — :
: 0
0 0 =1
X-2 0 1
xs=| 2 X—-1 2 =(><—1)‘X2_2 XO_1'
0 0 X-1

donc x5 = (X — 1)?(X — 2), et Sp(B = {1,2}.

N.B. : on peut aussi remarquer a |'ceil que B — I3 est de rang
1, donc dimKer(B — 1) = 2, et m(1) > 2. On trouve la troi-
sieme valeur propre a l'aide de la trace.

On a

1 0 -1 1 0
Ker(B — I3) = Ker (2 0 2) = Vect ((0) . <1>>
0 0 0 1 0

Par ailleurs,

0 0 -1 1
Ker(B—2Il3) =Ker[2 -1 —-2]) =Vect| 0 |.
0o o -1 =

Ainsi, dim E1(B)+dim E>(B) = 3, donc B est diagonalisable :
B = PDP™, ol

. On remarquable que C est de rang 1, donc
dimKer(C) = 2, et 0 est valeur propre avec m(0) = 2. On
trouve la troisieme valeur propre X a |'aide de la trace :

0+0+A=trC=3

donc \ = 3.

On remarque (ou on résout un systéme pour obtenir) :

J 0
Ker(C) = Vect ((—1) , < j ))
0 —1
Par ailleurs,
-2 ] i i
Ker(C—3ls) =Ker|{ # -2 j | =Vect|i].
i TR 1

Ainsi, dim Eq(C) +dim E3(C) = 3, donc C est diagonalisable :
C=PDP!, ou
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13 %X Ye  Matrice 3 paramétre.
Soit a € R. On considére la matrice

0
A=

= O v

1
a 1
a 0
1. Déterminer les valeurs propres de A.

2. Déterminer les valeurs de a € R telles que A soit diago-
nalisable.

1. On détermine le polynédme caractéristique de A :

X —a -1 1 —-a -1
Xa=|-a X -1 =(X-a-1)1 -1
—a -1 X 1 -1 X
Donc
1 —a -1
xa = (X—a—-1)|0 X+a 0
0 a—1 X+1

= (X—=(a+1)(X—-a)(X+1),

et les valeurs propres sont a+ 1, —1 et —a, éventuelle-
ment confondues.

2. Sia¢ {—2,—3, 1}, alors A a trois valeurs propres dis-
tinctes, donc A est diagonalisable.

— Si a = 1, la valeur propre —1 est double, I'autre
(2) est simple. Comme rg(A + /[3) = 1, on a
dim E_1(A) = 2, et A est diagonalisable.

— Si a= —2, la valeur propre —1 est double, I'autre
(2) est simple. Comme rg(A + [3) = 2, on a
dim E_1(A) = 1, et A n’est pas diagonalisable.

- Sia= f%, la valeur propre % est double, 'autre
(—1) est simple. Comme rg(A— 1/5) =1, on a

dim E% (A) =1, et A n'est pas diagonalisable.

et A est diagonalisable.

— SitrA = 0, alors par ce qui précéde, 0 est la seule
valeur propre de A, et comme dim Eq(A) = n, A n'est
pas diagonalisable.

16 * k37 L'endomorphisme u € Z(4,(K)) défini
par
u: My(K) — M (K)
A At+tr(A),

oll n € N*, est-il diagonalisable ?

Soient X\ valeur propre de u et A un vecteur propre associé.
Alors A + tr(A)l, = MA, donc (1 — A)A = —tr(A)/,.
— Cas A =1:ona u(A) = Assi tr(A) = 0. Ainsi,
1 est valeur propre et son sous-espace propre est
{A, tr(A) = 0}, dont la dimension est n°> — 1 (c’est un
hyperplan de ., (K)).
— Si A =1, alors A € Vect(l,). Or u(ly) = (n+ 1)l
Ainsi, la seule valeur propre distincte de 1 est n+1, et
son sous-espace propre est de dimension 1.

Ainsi, u est diagonalisable.

14| %Yo  Matrice 4 paramétre.

Etudier, en fonction des paramétres a, b, c,d, e, f € K, la
diagonalisabilité de la matrice

Q T v
® 0 = O
- N O o
N O oo

15 % Y7 Montrer qu'une matrice A € .#,(R) de
rang 1 est diagonalisable si et seulement si tr A = 0.

Par le théoreme du rang, on a dmKerA = n — 1, donc
dim Eo(A) = n— 1.
— SitrA =0 :en notant A1, ..., \, les valeurs propres
de A comptées avec multiplicité, on sait que

trA=X+...4+ X\

Ainsi, A posséde une valeur propre A = 0. On a
dim Ex(A) = 1, mais aussi dim Ex(A) < 1 la multi-
plicité de X est au plus 1. Finalement, dim Ex(A) = 1,

17 %% ¥r Soient a,b € K et un entier n € N*. On
considére la matrice

LT L
ST L T
Vv T W

S /ﬂgn(K)

1. Selon les valeurs de a et b, déterminer le rang de A.

2. Montrer que A est diagonalisable.

1. rgA=0sia=b=0.Si(ab) =(0,0), alorsrgA =2
si a¢ {—b, b}, et rg A =1 sinon.

2. Sia= b =0, A est nulle donc diagonale. On suppose
maintenant (a, b) = (0, 0).
Si ae {b, —b}, alors rg A =1 donc dim Eq(A) = n— 1.
Il reste une valeur propre, qui vaut A\ = 2na d’aprés la
trace. Elle est non nulle car si a = 0, b = 0 également,
ce qui n'est pas possible.
On a alors E = Eo(A) @ Ex(A), ce qui conclut.
Sia¢ {—b, b}, alorsrg A =2, donc dim Eq(A) = 2n—2.
Par ailleurs, e = (1 ... 1)T est vecteur propre de A
associé a la valeur propre A = n(a + b). On trouve la

derniére valeur propre par exemple a |'aide de la trace
de A :

w=tr(A) —X=2na—n(a+b) =n(a—b).

Le vecteur & = (1 —1 ... 1 —1)T est un vecteur
propre associé a . On note que comme a ¢ {—b, b}, A
et u sont non nulles.

La famille libre (e1, e2), concaténée a une base de Ker A
est donc libre de bon cardinal, c’est une base de E faite
de vecteurs propres de A.
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N.B. : cette rédaction évite de traiter le cas ou A\ = .
On peut aussi distinguer les cas.

18 %k ¥¢ Soient E un espace vectoriel de dimension fi-
nie, ue Z(E) et X\, u € K distincts tels que

(U—>\|dE) o (u—uldg) = 02(5).

Montrer que u est diagonalisable.

19 %k 57 Soit A e #,(C) telle que x4 est scindé a ra-
cines simples. Montrer qu'il existe un nombre fini de matrices
M e #,(C) telles que

M3 —3M = A

Indication. Remarquer que si M est solution, alors M et A
commutent.

20 %k v Soit A€ .#,(C) une matrice diagonalisable et

M = [/0 g‘] € Mon(C).

1. Exprimer les valeurs propres de M en fonction des va-
leurs propres de A.

2. Montrer que M est diagonalisable si et seulement si A
est inversible.

21 % ¥¢ Soient E un espace vectoriel de dimension finie
et ue Z(E).

1. Si u est diagonalisable, a-t-on E = Keru@® Imu?

2. Si E = Keru® Imu, a-t-on u diagonalisable ?

1. Oui. Si u est diagonalisable, on peut écrire
E=E@®E\®.. DE,,

oll A1, ..., Ak sont les valeur propres non nulles de u. On
pose F = Ex, ®...® Ej,, et on montre que F = Imu.
— Six € F, alors on peut écrire x = x; + ...+ xx ol

x; € Ex, pour tout /. Ainsi,

x = Ailu(xl) Ao ﬁu(xk) elmu.

— Sixelmu, alors x = u(Xo + ...+ Xk), ol X; € Ex,
pour tout /, donc

x = ula)+ ...+ ulx)
A1X1 + ...+ Xexk € F.

Finalement, E = Ec® F = Keru® Im u.

2. Non. Par exemple, si u € .Z(R?) a pour matrice

1 1

0 1/’
alors Ker u = {0} et Im u = R?, donc R*> = Ker u@®Im u,
mais u n'est pas diagonalisable.

22 % % ¥ Diagonalisation simultanée.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et
f,g € Z(E). On suppose que fog = gof, et f admet
n valeurs propres distinctes.

1. a. Montrer que tout vecteur propre de f est vecteur
propre de g.

b. En déduire que f et g sont diagonalisables dans une
méme base de E.

2. Application. On considére la matrice

1 1 -1
A=11 1 1
1 1 1
Déterminer le nombre de solutions M e #3(R) de

|"équation
2M? + 5M = 3A.

la. Comme f et g commutent, les sous-espaces propres de
f sont stables par g. Par ailleurs, comme f a n valeurs
propres distinctes, les sous-espaces propres sont tous de
dimension 1.
Si X € Sp(f) et x € Ex(f), alors g(x) € Ex(f). Comme
dim Ex(f) = 1, g(x) et x sont colinéaires, et x est un
vecteur propre de g.

1b. Comme f a n valeurs propres distinctes, on sait que f
est diagonalisable, c'est-a-dire qu'il existe une base de
vecteurs propres de f. D'aprés la question précédente,
cette base est également une base de vecteur propres
de g, ce qui conclut.

2. Soit M € .#5(R) une solution. Alors, A commute avec
M car A est un polynéme en M. Or les valeurs propres
de A sont 0,1,2, donc d'aprés la question 1, il existe
P € GL3(R) telle que

0 0 0
A=P[0 1 0P} e M=PDyP
0 0 2

ol Dy est diagonale. On note alors D = diag(0, 1, 2)

et Dy = diag(p1, 2, p3).

Ainsi,

2M? +5M =3A < P(Di +5Dy)P~t = PDP™!
< Diy+5Dy=D

2u3 + 511 =0,
= 2u3 + 5p2 = 3,
2u3 + 5u3 = 6

Chacune des trois équations posséde deux so-
lutions réelles distinctes, notées respectivement
Ly, s, wy, ud, py . Ainsi, les solutions sont les

matrices :
pt 0 0
M=pP| 0O wuf o
0 0 uf

Au total 2 x 2 x 2 = 8 solutions.




