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3. Réduction des endomorphismes

Spectre, polynôme caractéristique

1 Spectre de l’inverse.

Soient E un espace vectoriel et u P GLpEq. Montrer que

Sppu´1q “

"

1

λ
, λ P Sp u

*

.

Montrer que pour tout λ P Sp u,

Eλpuq “ E 1
λ
pu´1q.

Soit u P GLpEq. Comme u et u´1 sont injectifs, 0 n’est pas
dans leur spectre. Pour tout λ P K‹,

λ P Sp u ô Dx P Ezt0u, upxq “ λx

ô Dx P Ezt0u, x “ u´1
pλxq

ô Dx P Ezt0u, u´1pxq “ 1
λ
x

ô 1
λ

P Sppu´1q

donc Sppu´1q “
␣

1
λ
, λ P Sp u

(

.

Soit λ P Sp u. En reprenant le calcul précédent, pour tout
x P E,

x P Eλpuq ô upxq “ λx ô u´1pxq “ 1
λ
x ô x P E 1

λ
pu´1q

donc Eλpuq “ E 1
λ

pu´1q.

2 ♡ Translation/dilatation du spectre.

Soient E un espace vectoriel, u P L pEq et α P K. Exprimer
Sppαuq et Sppu ` α IdEq en fonction de Sp u.

Si α “ 0, Sppαuq “ Sp 0 “ t0u.
Si α ‰ 0,

λ P Sp u ô Dx P Ezt0u, upxq “ λx

ô Dx P Ezt0u, pαuqpxq “ αλx

ô αλ P Sppαuq.

Dans les deux cas, Sppαuq “ tαλ, λ P Sp uu “ αSp u. Par
ailleurs,

λ P Sp u ô Dx P Ezt0u, AX “ λX

ô Dx P Ezt0u, pu ` α IdEqX “ pλ` αqx

ô λ` α P Sppu ` α IdEq.

On en déduit Sppu ` α IdEq “ tλ` α, λ P Sp uu.

3 ♡ Soient A,B P MnpKq. Dire si les assertions
suivantes sont vraies ou fausses. Justifier.

1. Si A et B sont diagonalisables, A` B l’est également.

2. Si A et B sont trigonalisables, A` B l’est également.

3. 0 P SpA ô 0 P SppA2q.

4. SpA2 “ tλ2, λ P SpAu.

1. Faux. Par exemple :
„

1 1

0 1

ȷ

“

„

1 1

0 0

ȷ

`

„

0 0

0 1

ȷ

.

2. Vrai dans le cas K “ C (car toutes les matrices de
MnpCq sont trigonalisables, mais faux en général :

„

0 ´1

1 0

ȷ

“

„

0 ´1

0 0

ȷ

`

„

0 0

1 0

ȷ

.

3. Vrai. On a 0 P SppMq si et seulement si M n’est pas
inversible. Or detpA2q “ detpAq2, donc A est inversible
si et seulement si A2 l’est.

4. Faux. On a tλ2, λ P SpAu Ă SpA2, mais l’autre inclu-
sion est fausse si K “ R : par exemple, si

A “

„

0 ´1

1 0

ȷ

,

alors A2 “ ´I2, donc SppA2q “ t´1u, mais SpA “ ∅.

En revanche, on voit en trigonalisant A que l’assertion
est vraie si K “ C.

4 Soient A P MnpZq et P Z tels que

@i P J1, nK, n
ÿ

j“1

ai ,j “ p.

1. Montrer que p P SppAq.

2. Montrer que p divise detA.

1. La condition sur A entraîne que
`

1 . . . 1
˘J

est vec-
teur propre de A, associé à la valeur propre p, donc
p P SppAq.

2. D’après la question précédente, on a χAppq “ 0. En
notant χA “

řn
k“0 αkX

k , on a

p´1qn detA “ a0 “ ´

n
ÿ

k“1

αkp
k .

Or d’après la définition du déterminant, les αk sont dans
Z car les coefficients de A le sont. Ainsi, on a bien
p | detA.

On peut aussi écrire directement le déterminant de A, et
effectuer l’opération C1 Ð C1 ` . . .` Cn qui ne change
pas le déterminant. Une factorisation conclut.

5 ♡ Soient E un C-espace vectoriel de dimen-
sion finie et u, v P L pEq tels que u et v commutent. Montrer
que u et v ont au moins un vecteur propre commun.
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Comme on travaille sur C, u admet au moins une va-
leur propre λ, on note Eλpuq le sous-espace propre associé.
Comme u et v commutent, Eλpuq est stable par v , et on
peut considérer l’endomorphisme vλ induit par v sur Eλpuq.

À nouveau, comme on travaille sur C, vλ a au moins une va-
leur propre, donc possède un vecteur propre x , qui est donc
aussi vecteur propre de v . On a par ailleurs x P Eλpuq, donc
x est vecteur propre de u et de v .

6 Soient n P N un entier impair et A P MnpRq

telle que SppAq Ă U et detA “ 1. Montrer que 1 est valeur
propre de A.

On sait que si λ P SppAq, alors λ̄ P SppAq avec même mul-
tiplicité, car A est à coefficients dans R. Ainsi, les valeurs
propres de A dans CzR comptées avec leur multiplicité sont
en nombre pair.

Comme n est impair, on déduit de ce qui précède qu’il y a un
nombre impair de valeurs propres réelles (donc dans t´1, 1u)
comptées avec leur multiplicité. Si 1 ­“ SppAq, alors ´1 est
la seule valeur propre réelle, et on note α sa multiplicité, qui
est donc impaire.

En regroupant les complexes avec leurs conjugués, on obtient
ś

λPSppAqXCzR
λ “ 1, donc

detA “
ź

λPSppAq

λ “
ź

λPSppAqXR

λ “ p´1qα “ ´1,

et il y a contradiction.

7 Dimension infinie.

Soient E “ CN l’espace des suites complexes et T P L pEq

défini par

@u P CN, T puq “ pun`1 ´ unqnPN.

1. Déterminer les valeurs propres de T et les sous-espaces
propres associés.

2. Même question en changeant E en l’espace ℓ8 des
suites complexes bornées. Représenter SppT q dans le
plan complexe.

8 On considère la matrice

A “

»

—

—

—

—

–

0 1 p0q

1
. . .

. . .
. . .

. . . 1

p0q 1 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

P MnpRq.

1. Pour tout θ P RzπZ, calculer

Dnpθq “ detpA` 2 cos θInq.

2. En déduire les valeurs propres de A.

9 Matrices stochastiques.

Soit M P MnpRq une matrice telle que

@i , j P J1, nK, mi ,j ě 0, et @i P J1, nK, n
ÿ

j“1

mi ,j “ 1.

1. Montrer que 1 est valeur propre de M.

2. Montrer que pour tout λ P SppMq, |λ| ď 1.

10 Disques de Gershgorin.

Soit A P MnpCq.

1. Montrer que SppAq Ă
n
Ť

i“1

Di , où pour tout i P J1, nK,
Di “

"

z P C, |z ´ ai ,i | ď
ÿ

j ­“i

|ai ,j |

*

,

puis SppAq Ă
n
Ť

i“1

rDi , où pour tout i P J1, nK,
rDi “

"

z P C, |z ´ ai ,i | ď
ÿ

j ­“i

|aj,i |

*

.

2. On dit que A est à diagonale strictement dominante si

@i P J1, nK, |ai ,i | ą
ÿ

j ­“i

|ai ,j |.

Montrer que si A est à diagonale strictement dominante,
alors A est inversible.

11 ♡ Matrice compagnon.

Soit P un polynôme unitaire de KnrXs, noté :

P “ Xn ` an´1X
n´1 ` . . .` a1X ` a0

On pose

A “

»

—

—

—

—

—

—

—

–

0 ´a0

1
. . . ´a1
. . .

. . .
...

. . . 0
...

1 ´an´1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

Montrer qu’alors χA “ P . On dit que A est la matrice com-
pagnon du polynôme P .

Indication. Raisonner par récurrence sur n. Développer par
rapport à la première ligne.

Montrons le résultat par récurrence sur n.

– Si n “ 1, alors la matrice A est réduite au scalaire ´a0,
donc on a χA “ X ` a0 “ P , ce qui conclut.

– Soit n ě 2. On suppose que le résultat est vrai au rang
n ´ 1. Si P “ Xn ` an´1X

n´1 ` . . . ` a1X ` a0 et A
est la matrice de l’énoncé, on obtient en développant

2



MP – Lycée Montesquieu 2026-2027

par rapport à la première ligne :

χA “

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
X a0

´1
. . . a1

. . . X
...

´1 X ` an´1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
“ X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
X a1

´1
. . .

...
. . . X

...
´1 X ` an´1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
`p´1qn`1a0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
´1 X

. . .
. . .

. . . X
´1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Ce dernier déterminant vaut p´1qn`1a0p´1qn´1 “ a0.
En utilisant l’hypothèse de récurrence pour le premier,
on obtient

χA “ XpXn´1
` an´1X

n´2
` . . .` a2X ` a1q ` a0

“ Xn ` an´1X
n´1

` . . .` a1X ` a0,

ce qui conclut.

Diagonalisation

12 ♡ Diagonaliser les matrices suivantes, en vi-
sant la démarche la plus efficace.

A “

»

—

—

—

–

1 . . . . . . 1

1 . . . . . . 1
...

...
...

...
1 . . . . . . 1

fi

ffi

ffi

ffi

fl

P MnpRq, B “

»

–

2 0 ´1

2 1 ´2

0 0 1

fi

fl ,

C “

»

–

1 j j2

j2 1 j

j j2 1

fi

fl .

A : x1 “ p1 . . . 1qJ est vecteur propre de A, associé à la
valeur propre n. Par ailleurs, rgA “ 1, donc par le théorème
du rang, dimE0pAq “ dimKerA “ n ´ 1. Ainsi, comme

dimE0pAq “ n ´ 1, et dimEnpAq ě 1,

on a dimEnpAq “ 1, et comme n “ dimE0pAq ` dimEnpAq,
la matrice est diagonalisable. Par ailleurs,

x2 “

¨

˚

˚

˚

˝

1
´1
0

...
0

˛

‹

‹

‹

‚

, x3 “

¨

˚

˚

˚

˝

1
0

´1

...
0

˛

‹

‹

‹

‚

, . . . , xn “

¨

˚

˚

˚

˝

1
0

...
0

´1

˛

‹

‹

‹

‚

sont dans le noyau de A, donc vecteurs propres associés à la
valeur propre 0. Ils forment clairement une famille libre. On

en déduit que A “ PDP´1, en choisissant

P “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 1 1 . . . 1
1 ´1 0 0

... 0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0
1 . . . . . . 0 ´1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

et D “ diagpn, 0, . . . , 0q.

B : Comme A est de rang 1, on a KerA “ n ´ 1, et on
remarque

x2 “

¨

˚

˚

˚

˝

1
´1
0

...
0

˛

‹

‹

‹

‚

, x3 “

¨

˚

˚

˚

˝

1
0

´1

...
0

˛

‹

‹

‹

‚

, . . . , xn “

¨

˚

˚

˚

˝

1
0

...
0

´1

˛

‹

‹

‹

‚

χB “

∣∣∣∣∣∣
X ´ 2 0 1

2 X ´ 1 2

0 0 X ´ 1

∣∣∣∣∣∣ “ pX ´ 1q

∣∣∣∣X ´ 2 0

2 X ´ 1

∣∣∣∣
donc χB “ pX ´ 1q2pX ´ 2q, et SppB “ t1, 2u.

N.B. : on peut aussi remarquer à l’œil que B´ I3 est de rang
1, donc dimKerpB ´ Iq “ 2, et mp1q ě 2. On trouve la troi-
sième valeur propre à l’aide de la trace.

On a

KerpB ´ I3q “ Ker

˜

1 0 ´1
2 0 ´2
0 0 0

¸

“ Vect

˜˜

1
0
1

¸

,

˜

0
1
0

¸¸

Par ailleurs,

KerpB ´ 2I3q “ Ker

˜

0 0 ´1
2 ´1 ´2
0 0 ´1

¸

“ Vect

˜

1
0

´1

¸

.

Ainsi, dimE1pBq`dimE2pBq “ 3, donc B est diagonalisable :
B “ PDP´1, où

D “

˜

1 0 0
0 1 0
0 0 2

¸

, et P “

˜

1 0 1
0 1 0
1 0 ´1

¸

.

C : On remarquable que C est de rang 1, donc
dimKerpCq “ 2, et 0 est valeur propre avec mp0q ě 2. On
trouve la troisième valeur propre λ à l’aide de la trace :

0` 0` λ “ trC “ 3

donc λ “ 3.

On remarque (ou on résout un système pour obtenir) :

KerpCq “ Vect

˜˜

j
´1
0

¸

,

˜

0
j

´1

¸¸

Par ailleurs,

KerpC ´ 3I3q “ Ker

˜

´2 j j2

j2 ´2 j
j j2 ´2

¸

“ Vect

˜

j2

j
1

¸

.

Ainsi, dimE0pCq`dimE3pCq “ 3, donc C est diagonalisable :
C “ PDP´1, où

D “

˜

0 0 0
0 0 0
0 0 3

¸

, et P “

˜

j 0 j2

´1 j j
0 ´1 1

¸

.

3
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13 Matrice à paramètre.

Soit a P R. On considère la matrice

A “

»

–

0 a 1

a 0 1

a 1 0

fi

fl .

1. Déterminer les valeurs propres de A.

2. Déterminer les valeurs de a P R telles que A soit diago-
nalisable.

1. On détermine le polynôme caractéristique de A :

χA “

∣∣∣∣∣ X ´a ´1
´a X ´1
´a ´1 X

∣∣∣∣∣ “ pX ´ a ´ 1q

∣∣∣∣∣1 ´a ´1
1 X ´1
1 ´1 X

∣∣∣∣∣.
Donc

χA “ pX ´ a ´ 1q

∣∣∣∣∣1 ´a ´1
0 X ` a 0
0 a´ 1 X ` 1

∣∣∣∣∣
“ pX ´ pa ` 1qqpX ´ aqpX ` 1q,

et les valeurs propres sont a` 1, ´1 et ´a, éventuelle-
ment confondues.

2. Si a R t´2,´ 1
2
, 1u, alors A a trois valeurs propres dis-

tinctes, donc A est diagonalisable.

– Si a “ 1, la valeur propre ´1 est double, l’autre
(2) est simple. Comme rgpA ` I3q “ 1, on a
dimE´1pAq “ 2, et A est diagonalisable.

– Si a “ ´2, la valeur propre ´1 est double, l’autre
(2) est simple. Comme rgpA ` I3q “ 2, on a
dimE´1pAq “ 1, et A n’est pas diagonalisable.

– Si a “ ´ 1
2
, la valeur propre 1

2
est double, l’autre

(´1) est simple. Comme rgpA ´ 1
2
I3q “ 1, on a

dimE 1
2
pAq “ 1, et A n’est pas diagonalisable.

14 Matrice à paramètre.

Étudier, en fonction des paramètres a, b, c, d, e, f P K, la
diagonalisabilité de la matrice

A “

»

—

—

–

1 0 0 0

a 1 0 0

b c 2 0

d e f 2

fi

ffi

ffi

fl

15 ♡ Montrer qu’une matrice A P MnpRq de
rang 1 est diagonalisable si et seulement si trA ­“ 0.

Par le théorème du rang, on a dimKerA “ n ´ 1, donc
dimE0pAq “ n ´ 1.

– Si trA ­“ 0 : en notant λ1, . . . , λn les valeurs propres
de A comptées avec multiplicité, on sait que

trA “ λ1 ` . . .` λn.

Ainsi, A possède une valeur propre λ ­“ 0. On a
dimEλpAq ě 1, mais aussi dimEλpAq ď 1 la multi-
plicité de λ est au plus 1. Finalement, dimEλpAq “ 1,

et A est diagonalisable.

– Si trA “ 0, alors par ce qui précède, 0 est la seule
valeur propre de A, et comme dimE0pAq ­“ n, A n’est
pas diagonalisable.

16 ♡ L’endomorphisme u P L pMnpKqq défini
par

u : MnpKq Ñ MnpKq

A ÞÑ A` trpAqIn

où n P N‹, est-il diagonalisable ?

Soient λ valeur propre de u et A un vecteur propre associé.
Alors A` trpAqIn “ λA, donc p1´ λqA “ ´ trpAqIn.

– Cas λ “ 1 : on a upAq “ A ssi trpAq “ 0. Ainsi,
1 est valeur propre et son sous-espace propre est
tA, trpAq “ 0u, dont la dimension est n2´1 (c’est un
hyperplan de MnpKq).

– Si λ ­“ 1, alors A P VectpInq. Or upInq “ pn ` 1qIn.
Ainsi, la seule valeur propre distincte de 1 est n`1, et
son sous-espace propre est de dimension 1.

Ainsi, u est diagonalisable.

17 ♡ Soient a, b P K et un entier n P N‹. On
considère la matrice

A “

»

—

—

—

–

a b a ¨ ¨ ¨

b a b ¨ ¨ ¨

a b a ¨ ¨ ¨
...

...
...

. . .

fi

ffi

ffi

ffi

fl

P M2npKq.

1. Selon les valeurs de a et b, déterminer le rang de A.

2. Montrer que A est diagonalisable.

1. rgA “ 0 si a “ b “ 0. Si pa, bq ­“ p0, 0q, alors rgA “ 2

si a R t´b, bu, et rgA “ 1 sinon.

2. Si a “ b “ 0, A est nulle donc diagonale. On suppose
maintenant pa, bq ­“ p0, 0q.

Si a P tb,´bu, alors rgA “ 1 donc dimE0pAq “ n ´ 1.
Il reste une valeur propre, qui vaut λ “ 2na d’après la
trace. Elle est non nulle car si a “ 0, b “ 0 également,
ce qui n’est pas possible.
On a alors E “ E0pAq ‘ EλpAq, ce qui conclut.

Si a R t´b, bu, alors rgA “ 2, donc dimE0pAq “ 2n´2.
Par ailleurs, e1 “ p1 . . . 1qJ est vecteur propre de A
associé à la valeur propre λ “ npa ` bq. On trouve la
dernière valeur propre par exemple à l’aide de la trace
de A :

µ “ trpAq ´ λ “ 2na ´ npa ` bq “ npa ´ bq.

Le vecteur e2 “ p1 ´ 1 . . . 1 ´ 1qJ est un vecteur
propre associé à µ. On note que comme a R t´b, bu, λ
et µ sont non nulles.
La famille libre pe1, e2q, concaténée à une base de KerA
est donc libre de bon cardinal, c’est une base de E faite
de vecteurs propres de A.

4
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N.B. : cette rédaction évite de traiter le cas où λ “ µ.
On peut aussi distinguer les cas.

18 Soient E un espace vectoriel de dimension fi-
nie, u P L pEq et λ, µ P K distincts tels que

pu ´ λ IdEq ˝ pu ´ µ IdEq “ 0L pEq.

Montrer que u est diagonalisable.

19 Soit A P MnpCq telle que χA est scindé à ra-
cines simples. Montrer qu’il existe un nombre fini de matrices
M P MnpCq telles que

M3 ´ 3M “ A.

Indication. Remarquer que si M est solution, alors M et A
commutent.

20 Soit A P MnpCq une matrice diagonalisable et

M “

„

0 A

In 0

ȷ

P M2npCq.

1. Exprimer les valeurs propres de M en fonction des va-
leurs propres de A.

2. Montrer que M est diagonalisable si et seulement si A
est inversible.

21 Soient E un espace vectoriel de dimension finie
et u P L pEq.

1. Si u est diagonalisable, a-t-on E “ Ker u ‘ Im u ?

2. Si E “ Ker u ‘ Im u, a-t-on u diagonalisable ?

1. Oui. Si u est diagonalisable, on peut écrire

E “ E0 ‘ Eλ1 ‘ . . .‘ Eλk

où λ1, . . . , λk sont les valeur propres non nulles de u. On
pose F “ Eλ1 ‘ . . .‘Eλk , et on montre que F “ Im u.

– Si x P F , alors on peut écrire x “ x1 ` . . .` xk où
xi P Eλi pour tout i . Ainsi,

x “ 1
λ1
upx1q ` . . .` 1

λk
upxkq P Im u.

– Si x P Im u, alors x “ upx0 ` . . .` xkq, où xi P Eλi
pour tout i , donc

x “ upx1q ` . . .` upxkq

“ λ1x1 ` . . .` λkxk P F.

Finalement, E “ E0 ‘ F “ Ker u ‘ Im u.

2. Non. Par exemple, si u P L pR2q a pour matrice
ˆ

1 1

0 1

˙

,

alors Ker u “ t0u et Im u “ R2, donc R2 “ Ker u‘Im u,
mais u n’est pas diagonalisable.

22 ♡ Diagonalisation simultanée.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et
f , g P L pEq. On suppose que f ˝ g “ g ˝ f , et f admet
n valeurs propres distinctes.

1. a. Montrer que tout vecteur propre de f est vecteur
propre de g.

b. En déduire que f et g sont diagonalisables dans une
même base de E.

2. Application. On considère la matrice

A “

»

–

1 1 ´1

1 1 1

1 1 1

fi

fl .

Déterminer le nombre de solutions M P M3pRq de
l’équation

2M2 ` 5M “ 3A.

1a. Comme f et g commutent, les sous-espaces propres de
f sont stables par g. Par ailleurs, comme f a n valeurs
propres distinctes, les sous-espaces propres sont tous de
dimension 1.

Si λ P Sppf q et x P Eλpf q, alors gpxq P Eλpf q. Comme
dimEλpf q “ 1, gpxq et x sont colinéaires, et x est un
vecteur propre de g.

1b. Comme f a n valeurs propres distinctes, on sait que f
est diagonalisable, c’est-à-dire qu’il existe une base de
vecteurs propres de f . D’après la question précédente,
cette base est également une base de vecteur propres
de g, ce qui conclut.

2. Soit M P M3pRq une solution. Alors, A commute avec
M car A est un polynôme en M. Or les valeurs propres
de A sont 0, 1, 2, donc d’après la question 1, il existe
P P GL3pRq telle que

A “ P

¨

˝

0 0 0

0 1 0

0 0 2

˛

‚P´1, et M “ PDMP
´1,

où DM est diagonale. On note alors D “ diagp0, 1, 2q

et DM “ diagpµ1, µ2, µ3q.

Ainsi,

2M2 ` 5M “ 3A ô P pD2M ` 5DMqP´1
“ PDP´1

ô D2M ` 5DM “ D

ô

$

’

&

’

%

2µ21 ` 5µ1 “ 0,

2µ22 ` 5µ2 “ 3,

2µ23 ` 5µ3 “ 6

Chacune des trois équations possède deux so-
lutions réelles distinctes, notées respectivement
µ`
1 , µ

´
1 , µ

`
2 , µ

´
2 , µ

`
3 , µ

´
3 . Ainsi, les solutions sont les

matrices :

M “ P

¨

˝

µ˘
1 0 0

0 µ˘
2 0

0 0 µ˘
3

˛

‚.

Au total 2ˆ 2ˆ 2 “ 8 solutions.
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