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02. Déterminants

1 ♡ Soient a, b, c, d P R. Calculer les détermi-
nants suivants, en donnant une forme factorisée du résultat.
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2 ♡ Déterminant de Vandermonde.

Pour tous x1, . . . , xn P K, on note :

V px1, . . . , xnq “
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1. Montrer que

V px1, . . . , xnq “
ź

1ďiăjďn

pxj ´ xi q.

2. Soient x1, . . . , xn, y1, . . . yn P K où les xi sont deux à
deux distincts. Montrer qu’il existe un unique polynôme
P P Kn´1rXs tel que

@i P J1, nK, P pxi q “ yi .

3 Soient θ P R et n P N‹. On note

Mn “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

cos θ 1 0 . . . 0

1 2 cos θ
. . .

. . .
...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . 1

0 . . . 0 1 2 cos θ

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

P MnpRq.

et ∆n “ detMn.

1. Déterminer ∆1, ∆2.

2. Montrer que pour tout n P N‹,

∆n`2 “ 2 cos θ∆n`1 ´ ∆n.

3. En déduire ∆n pour tout n P N‹.

4 Soient un entier n ě 2 et A P MnpKq vérifiant :

@M P MnpKq, detpA`Mq “ detA` detM.

1. Montrer que detA “ 0.

2. Montrer que A “ 0.

On pourra avoir recours aux matrices Jr .

5 ♡ Soient E un K-espace vectoriel de dimen-
sion finie et u, v P L pEq tels que u et v commutent et v est
nilpotent. Montrer que

detpu ` vq “ detpuq.

On pourra considérer les restrictions de u et v à Im v , et
raisonner par récurrence.

5/2 : proposer une autre preuve.

6 Soient A,B P MnpKq. On note r “ rgA. Mon-
trer que la fonction

f : x ÞÑ detpxA` Bq

est polynomiale de degré au plus r .

7 ♡ Soient A,B P MnpCq. Montrer que :

1. det
„
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ȷ

“ detpA` Bq detpA´ Bq.

2. det
„
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“ detpA` iBq detpA´ iBq.

8 Soient A,B, C,D P MnpKq avec CD “ DC.

1. On suppose que D est inversible. Montrer que

det

„

A B

C D

ȷ

“ detpAD ´ BCq.

2. Montrer que le résultat tient toujours si D n’est
pas inversible.

On pourra introduire la fonction t ÞÑ detpD ` tInq.
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