MP — Lycée Montesquieu 2026-2027
02. Déterminants
1 % Yc¥c  Soient a, b, ¢, d € R. Calculer les détermi- 2. Montrer que A = 0.
nants suivants, en donnant une forme factorisée du résultat. On pourra avoir recours aux matrices J,.
0 5 b c a b c 1 0 a &
11a 0 o 212 ¢c¢ b 3 0 1 b b? 5 % % % Soient E un K-espace vectoriel de dimen-
’ b c 0 “|bc ¢ a "1 0 ¢ ¢ sion finie et u, v € Z(E) tels que u et v commutent et v est
c b a c 0 1 d d nilpotent. Montrer que
2 1 (0) 1 ... 1 a det(u+ v) = det(u).
1 . - : : 1 On pourra considérer les restrictions de u et v a Imv, et
4. det N ) 5. det _ L raisonner par récurrence.
0) 1 9 2 011 5/2 : proposer une autre preuve.
€, (R) €41 (R) 6 %3 Soient A, B e .#,(K). On note r = rg A. Mon-
trer que la fonction
2 K v ¥e  Déterminant de Vandermonde. f i x> det(xA+ B)
Pour tous x1, ..., Xy € K, on note : est polynomiale de degré au plus r.
1 oxyg ... oxt
1 x ... Xt 7 * vcvc Soient A, B € .#,(C). Montrer que :
Vixy, ..., Xp) = : AlB
: 1. det [—‘—] = det(A+ B) det(A— B).
1 X xn—1 B|A
A | B . .
1. Montrer que 2. det [_—B‘T] — det(A + iB) det(A — iB).
Vix, ..., Xp) = n (% —xi)
I<i<j<n
2. Soient xq,..., Xn V1. -.-Yn € K ol les x; sont deux a 8 | k% vc Soient A B,C,De A,(K) avec CD = DC.

deux distincts. Montrer qu'il existe un unique polynéme
PeK,_1[X] tel que

Vie[1,n], P(x)=y.

3 | % Y¢Yr Soient 8 € R et ne N*. On note

cos 6 1 0o ... 0
1 2cosf
M, = 0 o | € #(R)
1
0 0 1  2cosf
et A, = det M,,.

1. Déterminer Ay, As.
2. Montrer que pour tout n e N*,

Apio = 2cosOAp11 — A,

3. En déduire A, pour tout ne N*.

4 | Yk ¥r Soient un entier n > 2 et A € .4, (K) vérifiant :

VM e #,(K), det(A+ M) = det A+ det M.
1. Montrer que det A = 0.

1. On suppose que D est inversible. Montrer que

det [%‘%] = det(AD — BC).

2. %% % Montrer que le résultat tient toujours si D n'est
pas inversible.

On pourra introduire la fonction t — det(D + t/,).



