
MP – Lycée Montesquieu 2026-2027

1. Algèbre linéaire

Matrices

1 Soient λ1, . . . , λn P K deux à deux distincts
et D “ diagpλ1, . . . , λnq. Déterminer toutes les matrices de
MnpKq qui commutent avec D.

2 ♡ Soit N P MnpKq une matrice nilpotente.
Montrer que la matrice In ´ N est inversible et déterminer
son inverse.

3 Soient A,B P MnpKq telles que AB “ BA, et

M “

„

A B

0 A

ȷ

.

Déterminer Mk pour tout k P N.

4 ♡ Soient A,B, C P MnpKq, et

M “

»

–

In A B

0 In C

0 0 In

fi

fl .

Justifier que M est inversible et déterminer son inverse.

5 ♡ Soient A,B P MnpKq. On note

M “

„

A A

A B

ȷ

.

1. Déterminer le rang de M.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que
M soit inversible, et exprimer M´1 lorsqu’elle existe.

6 Soit A P MnpKq. Trouver toutes les matrices
M P MnpKq telles que

M `MJ “ trpMqA.

7 Matrices stochastiques.

Une matrice A P MnpRq est dite stochastique si ses coeffi-
cients sont dans R` et la somme des coefficients de chaque
ligne vaut 1 :

@i P J1, nK, n
ÿ

j“1

ai ,j “ 1.

1. Montrer que le produit de deux matrices stochastiques
de MnpRq est stochastique.

2. Déterminer toutes les matrices stochastiques inversibles
de MnpRq dont l’inverse est stochastique.

8 Matrices à diagonale strictement dominante.

Soit A P MnpKq à diagonale strictement dominante, c’est-

à-dire :telle que pour tout i P J1, nK,
@i P J1, nK, |ai ,i | ą

ÿ

j ­“i

|ai ,j |.

Montrer que A est inversible.

On pourra montrer que KerA “ t0u.

9 On dit qu’une matrice M P MnpRq est ma-
gique si les sommes des coefficients de chaque ligne et les
sommes des coefficients de chaque colonne sont les mêmes.

1. Montrer que l’ensemble M des matrices magiques est
une sous-algèbre de MnpRq.

2. Soient M P MnpRq et φM l’endomorphisme de Rn ca-
noniquement associé à M. On pose

F “ Vect pp1, . . . , 1qq ,

G “

!

px1, . . . , xnq P Rn,
n
ř

i“1

xi “ 0
)

.

a. Montrer que

M P M ô F et G sont stables par φM .

b. En déduire dimM .

Espaces vectoriels

10 ♡ Montrer que pXkp1´Xqn´kqkPJ0,nK est une
base de KnrXs.

11 ♡ Polynômes interpolateurs de Lagrange.

Soient n P N‹ et α1, . . . , αn P K deux à deux distincts. On
note L1, . . . , Ln les polynômes interpolateurs de Lagrange
associés à α1, . . . , αn : pour tout i P J1, nK, Li P Cn´1rXs et

@j P J1, nK, Li pαj q “ δi ,j .

Montrer que la famille pL1, . . . , Lnq est une base de Cn´1rXs.

12 ♡ Montrer que les familles de F pR,Rq

px ÞÑ cospkxqqkPN, px ÞÑ ekx qkPN

sont libres.

13 ♡ Soient E un espace vectoriel et F,G des
sous-espaces vectoriels de E. Montrer que F Y G est un
sous-espace vectoriel si et seulement si F Ă G ou G Ă F .
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14 ♡ On note E “ C pr0, 1s,Rq. On considère

F “

"

f P E,

ż 1

0

f ptq dt “ 0

*

,

G “ tf P E, f est constanteu.

Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels supplé-
mentaires de E.

15 ♡ Soit A P KrXs un polynôme non nul. On
considère

F “ tP P KrXs, A |P u.

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de KrXs.

2. Déterminer un supplémentaire de F dans KrXs.

16 On note E “ C pr0, 1s,Rq, et on considère

H “

"

f P E,

ż 1

0

f ptq dt “
f p0q ` f p1q

2

*

.

1. Montrer que H est un hyperplan de E.

2. Déterminer un supplémentaire de H dans E.

17 Soient α0, . . . , αn P R des réels deux à deux
distincts. Pour tout k P J0, nK, on pose

φk : P ÞÑ P pαkq

1. Montrer que pφ0, . . . , φnq est une base de RnrXs‹.

2. En déduire qu’il existe λ0, . . . , λn P R tels que pour tout
P P RnrXs,

ż 1

0

P ptq dt “

n
ÿ

k“0

λkP pαkq.

18 Dans les deux cas suivants, montrer que F est
un sous-espace vectoriel de E et déterminer un supplémen-
taire de F dans E.

1. E “ C pR,Rq, et

F “ tf P E, f p0q “ 0u.

2. E “ C 1pR,Rq, et

F “ tf P E, f p0q “ 0, f 1p0q “ 0u.

Applications linéaires

19 ♡ Diagonalisation.

Soient E “ R3 et l’endomorphisme u P L pR3q tel que pour
tout px, y , zq P R3,

upx, y , zq “ p4x ` y ´ z, 2x ` 3y ´ z, 2x ` y ` zq.

1. Donner la matrice de u dans la base canonique de R3.
2. Déterminer deux réels distincts λ et µ tels que u´λ IdE

et u ´ µ IdE ne soient pas inversibles.

3. Montrer que E “ Kerpu ´ λ IdEq ‘ Kerpu ´ µ IdEq.

4. Écrire la matrice de u dans une base adaptée à la dé-
composition ci-dessus.

20 ♡ Matrice de Vandermonde.

Soient a1, . . . , an P K distincts. On considère

V “

»

—

—

—

–

1 a1 . . . an´1
1

1 a2 . . . an´1
2

...
...

1 an . . . an´1
n

fi

ffi

ffi

ffi

fl

En considérant l’application Φ : Kn´1rXs Ñ Kn définie par

Φ : P ÞÑ pP pa1q, . . . , P panqq,

montrer que V est inversible.

21 ♡ Soient E un K-espace vectoriel et f un
endomorphisme de E.

1. Montrer que

E “ Ker f ` Im f ô Im f 2 “ Im f .

2. Montrer que

Im f X Ker f “ t0Eu ô Ker f 2 “ Ker f .

et donner une condition nécessaire et suffisante sur
f P L pEq pour que E “ Ker f ‘ Im f .

22 Soient λ1, . . . , λn P K deux à deux distincts,
et D “ diagpλ1, . . . , λnq. Déterminer le noyau et l’image de
l’endomorphisme de MnpKq défini par :

φ : A ÞÑ AD ´DA

23 ♡ Soient E un espace vectoriel et f P L pEq.

1. On suppose que l’endomorphisme f non nul, et nil-
potent : il existe p P N‹ tel que

f p “ 0L pEq, et f p´1 ­“ 0L pEq.

Montrer qu’il existe x P E tel que la famille
px, f pxq, . . . , f p´1pxqq est libre.

2. On suppose que E est de dimension finie n, et que :

@x P E, Dp P N, f ppxq “ 0E .

Montrer que f est nilpotente.

3. Si E est de dimension infinie, le résultat de la question
précédente est-il toujours vrai ?

24 Soient f1, f2, f3 les fonctions de F pR,Rq défi-
nies par

f1 : x ÞÑ e2x , f2 : x ÞÑ xe2x , f3 : x ÞÑ x2e2x

et E “ Vect pf1, f2, f3q.

1. Montrer que B “ pf1, f2, f3q est une base de E.

2. Montrer que Φ : f ÞÑ f 1 définit un endomorphisme sur
E et déterminer sa matrice dans la base B. Justifier que
Φ est un automorphisme.

3. Calculer An pour tout n P N.
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4. Soit f P E définie par f : x ÞÑ p4x2 ´ 1qe2x . Expliciter
f pnq pour n P N.

25 ♡ Soit A P M3pKq une matrice non nulle telle
que A2 “ 0. Montrer que A est semblable à

B “

¨

˝

0 0 1

0 0 0

0 0 0

˛

‚.

26 Soient E un espace vectoriel et f P L pEq tel
que

@x P E, px, f pxqq est une famille liée.

Montrer que f est une homothétie.

27 Matrices de trace nulle.

Soient n P N‹ et E un K-espace vectoriel de dimension n.

1. Montrer que si u P L pEq est telle que tr u “ 0, alors il
existe une base de E dans laquelle la matrice de u est à
diagonale nulle.

On pourra utiliser l’exercice 26.

2. Soit M P MnpKq. Montrer que trM “ 0 si et seulement
s’il existe A,B P MnpKq telles que M “ AB ´ BA.

Projecteurs et symétries

28 ♡ On considère l’application

f : R2 Ñ R2
px, yq ÞÑ p4x ´ 6y , 2x ´ 3yq

Montrer que f est un projecteur de R2 et préciser ses élé-
ments caractéristiques.

29 ♡ On considère l’application

f : KrXs Ñ KrXs

P ÞÑ P ´ 2P 1p0qX

Montrer que f est une symétrie de KrXs et préciser ses élé-
ments caractéristiques.

30 ♡ On note B la base canonique de R3. Soient

P “ tpx, y , zq P R3, x ` 2y ´ z “ 0u

D “ Vect pp1, 0,´1qq .

1. Montrer que R3 “ P ‘D.

2. On note :

p le projecteur sur P parallèlement à D,
q le projecteur sur D parallèlement à P ,
s la symétrie par rapport à P parallèlement à D.

Déterminer MatBppq, MatBpqq et MatBpsq.

31 Soient E un R-espace vectoriel et p, q deux
projecteurs sur E.

1. Montrer que p ` q est un projecteur si et seulement si
p ˝ q “ q ˝ p “ 0.

2. On suppose que p ` q est un projecteur.

a. Montrer que Impp ` qq “ Im p ` Im q.

b. Montrer que Kerpp ` qq “ Ker p X Ker q.
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