MP — Lycée Montesquieu 2026-2027

DS 2

Corrigé

Exercice 1 — Un raffinement de la formule de Stirling (d’aprés Centrale PSI — 2023)

On rappelle la formule de Stirling :

n! ~ 27m(§) .
e

On introduit les suites réelles (ur),cns 5 (Un),ens €6 (Wn),cne dont les termes généraux sont donnés par :
n"e_”\/ﬁ
Un = —— = v = In (uy,), Wy, = Ups1 — Up-
1. Montrer qu’il existe un réel a que lon précisera tel que w,, ~ <%, et en déduire la nature de la série > w,,.
n

2. Pour tout n € N*, on pose
o
Rn = Z ﬁ
k=n

A Taide d’une comparaison série intégrale, déterminer un équivalent simple de R,, lorsque n — +0o0.
N

On pourra commencer par écrire un encadrement de k—lz, oui N = n.
k=n
+o0
3. Déduire des questions précédentes un équivalent de >’ wy lorsque n — +o0.
k=n

4. Déduire de la question précédente que

nl = QM(Z)"(HZMQ)).

1. Pour tout n € N*,

Un
I (n+1)"" e~ (D /¥ 1n!
B n"e~"y/n(n + 1)!
i (n+1)"e n+1
- n"y/n

—1+(n+l)ln(1+l)
2 n
= —1+(n+1)(l—i+i+o(i>)
n—+00 2 n  2n?  3n? n3
1 1 1
n:mw*m”(ﬁ)

(L
T 12n2 n?

Par comparaison avec la série & termes positifs convergente Y| 77127 la série >, w, converge aussi.

Un+1
Wp = Untl —Un =In | ——

1

@ —
Donc w, ~ 25 avec a = 13.

n— +00

2. Soit n € N*. La fonction ¢ — t% est continue et décroissante, donc par comparaison série intégrale, on a pour tout
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N >n,
N+1 N N N
n+1 1 1 1 1 1 1 1
dt < — < —dt, donc —— — —— < — <=
| rmae<ias] o TRt DIEEEES
En passant a la limite N — 400, on obtient que
1 S 1
< - S .
n+1 k2 " n
k=n
Par encadrement, on en déduit que R,, ~ %
3. Comme wy, ~ ﬁ et Y] ﬁ converge, on déduit par sommation des relations de comparaison

+©
1 1
~ ZRn~ >
I;n T 12n

4. Par télescopage, on a pour tout n € N*,

+
Z wi = lim (vg) — vp.
k—+00
k=n
Or v = In (ug) e In(+/27) d’apres la formule de Stirling. D’aprés ce qui preede,
1 1
—In(vV27) — v, = — il
n(y2m) —v n—+w 12n +o (n)

n 1 n v no1 (1 n 1 1
nl = (E) Vn— = (2) Vne " = +/2mn (E) etznt () = 2mn (ﬂ) 1+ —+o|—)].
e Uy e e n—+o0 e 12n n

Exercice 2 — Matrices dont les valeurs propres sont sur la diagonale (CCINP MP - 2008)

Les matrices diagonales et les matrices triangulaires sont des exemples triviaux de matrices ayant leurs valeurs propres
sur la diagonale. Cet exercice s’intéresse aux matrices vérifiant cette particularité.

Dans cet exercice, toutes les matrices sont & coefficients réels et n est un entier, n > 2. On dira qu'une matrice
A = (a; j)1<i,j<n de A, (R) est une matrice ¢ diagonale propre si son polynéme caractéristique est scindé sur R et si
ses termes diagonaux sont ses valeurs propres avec le méme ordre de multiplicité.
En d’autres termes, A est a diagonale propre si son polyndéme caractéristique est

n
xa(X) = [[(X —ai).
i=1
On pourra noter en abrégé : A est une MDP pour A est une matrice & diagonale propre. On notera %,, 'ensemble des
matrices de .4, (R) & diagonale propre.

Partie | — Exemples

1. Soient « un réel et
1 -1 «
M(a)=[0 2 —«
1 1 2—«
a. Calculer le polyndme caractéristique de la matrice M («). Montrer que, pour tout «, la matrice M («) est
une matrice a diagonale propre.
b. Quelles sont les valeurs de a pour lesquelles la matrice M («) est diagonalisable ?

2. On considére la matrice
0 0 -1
A=10 0 0
1 0 0

Cette matrice antisymétrique A est-elle une matrice a diagonale propre 7
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3. Cas n = 2. Déterminer 9.
Partie Il — Une condition nécessaire et suffisante pour n=3

4.  a. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice a diagonale propre soit inversible.

b. Donner un exemple de matrice & diagonale propre non diagonale de .#5(R), inversible, et telle que A~! est
également une matrice & diagonale propre. On précisera la matrice A~!.

5. Soit A = (a;;)1<i,j<n une matrice de .#5(R). Montrer que A est une matrice a diagonale propre si et seulement
si elle vérifie les deux propriétés suivantes :

n
det A = Ham, et a1,262,1 + aj3as 1 + az3a32 = 0.
=1

Partie 11l — Quelques propriétés

6. Si A est une matrice de ., (R) a diagonale propre, montrer que, pour tout couple (a,b) de réels, les matrices
aA + bl, et aAT+ b, sont encore des matrices & diagonale propre.

7. Matrices trigonalisables
a. Une matrice trigonalisable est-elle nécessairement une matrice a diagonale propre ?
b. Justifier qu'une matrice a diagonale propre est trigonalisable.
c. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice de ., (R) soit semblable & une
matrice a diagonale propre.

8. Démontrer que toute matrice de .4, (R) est somme de deux matrices a diagonale propre. 2, est-il un sous-espace
vectoriel de ., (R)?

1. a. Le polynéme caractéristique de M () est, en faisant opération L1 « Ly + Lo :
X -1 1 —a X—-1 X-1 0 1 1 0
XM(a) = 0 X -2 e = 0 X -2 @ =(X-1)|0 X-2 «a
—1 -1 X -2+« —1 —1 X-2+a -1 -1 X—-2+a

Ainsi, en faisant maintenant L3 < L1 + L3, ona x4 = (X —1)(X —2)(X — (2 — ).
Comme 1,2,2 — « sont les coefficients diagonaux de M («), la matrice M (a) est & diagonale propre.
b. — Sia¢{0,1}, alors M () a 3 valeurs propres distinctes, donc M («) est diagonalisable.
— Si a = 0, les valeurs propres sont 1 de multiplicité 1, et 2 de multiplicité 2. Or
-1 -1 0
rg(M(0) — 21I3) = rg 0 0 0 |=1.

1 1 0

Ainsi, dim E3(M(0)) = dim(Ker(M (0) — 2I3) = 2, donc M (0) est diagonalisable.

— Si a =1, les valeurs propres sont 1 de multiplicité 2 et 2 de multiplicité 1.
0

rg(M(1)—Is)=rg| 0 1 -1 |=2.
0

Ainsi, la dimension de E1(M(1)) est donc 1 et M (1) n’est pas diagonalisable.
Finalement, M («) est diagonalisable si et seulement si o = 1.
2. On a, par exemple avec la régle de Sarrus, xa(X) = X® + X = X(X? 4 1). Comme x4 n’est pas scindé sur R, la
matrice A n’est pas & diagonale propre.

b

. a
3. Soit A = (c d

). On a alors
xa = X>—(a+d)X + (ad — be).

La matrice A est & diagonale propre si et seulement si xa = (X — a)(X —d) = X2 — (a + d)X + ad, c’est-a-dire si
et seulement si bc = 0.

On en déduit que %> est ’ensemble des matrices triangulaires.
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4.  a. Une matrice A est inversible si et seulement si 0 n’est pas valeur propre de A. Ainsi, si A est & diagonale propre,
A est inversible si et seulement si ses éléments diagonaux sont tous non nuls.

b. Il suffit de prendre une matrice triangulaire, non diagonale et inversible :
1 0 1 1 0 -1
A= 0 1 0 |, A7t=10 1 o0
0 0 1 0 0 1

5. La matrice A est une matrice a diagonale propre si et seulement si xa = (X — a11)(X — a22)(X — as3).

Or un calcul donne (par exemple Sarrus) :
XA = X3 - tr(A)X2 + ((1111122 + ai11a33 + a22a33 — A12021 — @13A31 — a23a32)X + det A.

Comme par ailleurs (X — a11)(X — a22)(X —ass) = XP = tI‘(A)X2 — (a12a21 + a13as1 + az3as2)X + ai1a22a33, on a
par identification :

3
XA = (X = au)(X = a22)(X = a33) < detA = 1_[ ai; et aisaz1 + aisasi + aszaszz = 0.
1=1

6. Comme A est une MDP, les valeurs propres de A sont ai1, a2z ... apn. On en déduit que les valeurs propres de
aA + bl, sont aai1 +b, aaze +b,..., aGn, +0b.
Comme il s’agit des termes diagonaux de aA + bl,, la matrice aA + bl,, est a diagonale propre.
Les termes diagonaux et le spectre d’une matrice et de sa transposée sont les mémes, et (aA + bln)T = aAT + bl,,
donc aAT + bI,, est donc une matrice & diagonale propre.
7. a. La matrice A = (? [1)) a pour polyndme caractéristique X2 —1, donc Sp(A) = {—1,1}, et A est diagonalisable
(et par conséquent trigonalisable), mais d’aprés la question 3., elle n’est pas & diagonale propre.

b. Par définition, le polynéme caractéristique d’une matrice a diagonale propre est scindé, une telle matrice est
donc trigonalisable.

c. Si Ae #»(R) est semblable & une matrice B a diagonale propre, alors x4 = xB, et comme xp est scindé, xa
I’est également.

Réciproquement, si x 4 est scindé, alors A est semblable & une matrice triangulaire, or toute matrice triangulaire
est a diagonale propre. Par conséquent, A est semblable a une matrice & diagonale propre.

Finalement, A est semblable a une matrice a diagonale propre si et seulement si x4 est scindé.

8. Comme toute matrice triangulaire est & diagonale propre, il suffit d’écrire A € .#,(R) comme une somme de deux
matrices triangulaires :

a1 - - Qin 0 - 0
A _ 0 . o + a1
0 coo 0 Ann anl e An,n—1 0

Sin > 2, la matrice écrite par blocs

A0 . {01
M:(O 0)6///n(R), ou A_(l 0)

n’est pas a diagonale propre, mais elle s’écrit comme somme de deux matrices (triangulaires) a diagonale propre,
donc 2, n’est pas un sous-espace vectoriel de .7, (R).

Exercice 3 — Convergence de séries par transformation d’Abel (CCINP MP - 2014)

1. On considére une suite de réels (a,), une suite de complexes (b,,) et on note pour tout entier naturel n :

Sn = i akbk, et Bn = Zn: bk

k=0 k=0
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En remarquant que, pour k > 1, b, = B — Bj_1, montrer que, pour tout entier naturel n non nul,

Z (ak — ar+1) Bk + anBn.
k=0

2. On suppose que la suite (B,,) est bornée et que la suite (ay) est décroissante de limite nulle.
a. Justifier que la série > (ar — ax+1) converge.
b. En déduire que la série Y’ a,b, converge.

c¢. En appliquant le résultat précédent au cas ot b, = (—1)", donner une démonstration du théoréme des séries
alternées, apres I'avoir énoncé.

3. Ezemple. Dans cette question, 6 est un réel différent de 2km (k € Z) et a € R.

a. Calculer pour n entier naturel non nul,
n
2 elk9
k=1
b. Discuter en fonction du réel « la nature de la série

Z*-

n=1

4. Déterminer, pour tout x € R, la nature de la série

1. Soit n € N*.
n n n n
= Z axbr, = aobo + Z ar(Br — Br-1) = aobo + Z ax By — Z akBr—1.
k=0 k=1 k=1 k=1
Dans la derniére somme, on effectue le changement d’indice j = k£ — 1.

Sn = aobo + Z ax By — Z a;j41B; = aobo + Z ar — ak+1)Br + anBn —a1Bo
k=1 j=0
n—1 n—1
= aobo + ), (ar — ak41)Bx — (a0 — a1)Bo + anBn — arbo = Y (ax — ak41)Bk + anBn.
k=0 k=0
2. a. On sait que la suite (a,) et la série > (ar — ax+1) sont de méme nature, donc la série converge.
k>0

b. Vérifions que la suite (S,,) des sommes partielles est convergente. D’aprés la question précédente,

n—1

Vn € N*, Sn = Z (CLk = ak+1)Bk + anBn.
k=0

Le second terme (aan) tend vers 0 car produit d’une suite convergente vers 0 et d’une suite bornée.
Le premier terme est une somme partielle de la série de terme général (ar — ax+1)Bgk. Notons M > 0 un
majorant de la suite (| By|). Alors

Vk e N, |(ak — ak+1)Bk| < \ak — ak+1|M = (ak — ak+1)M

car (ay) est une suite décroissante.

Ainsi, par comparaison avec une série absolument convergente, (ar — ax+1) X By est le terme général d’une
série absolument convergente, ce qui conclut.

c. Soit (ag)ken une suite décroissante de limite nulle. Alors > (—1)*ax est une série convergente.
k>0
n
11 suffit d’appliquer le résultat de la question précédente apres avoir justifié que la suite (By) = ( > (fl)k)
est bornée. Pour tout n € N, B,, € {1,0} donc |B,| < 1, ce qui conclut. =0

3. a. On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique de raison e*?. Notons que, par hypothése, €% # 1.

On a :

i o _ o 1 — eind 0 oin0/2 (—21) sin(nd/2) _ ei(n+1)0/QM
1— o0 2 (—2i)sin(0/2) sin(6/2)

k=1
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etnf

b. Lorsque a@ > 1, la série de terme général est absolument convergente donc convergente.

nOL
Lorsque a < 0, le module du terme général ne tend pas vers 0 donc la série est grossiérement divergente.

Soit « € ]0, 1]. On va montrer que la série est convergente par application du résultat de la question 2b. Notons
tout de méme que le fait que la série commence a n = 1 a la place de n = 0 n’a pas d’incidence. La suite (1/n%)

est clairement décroissante et tend vers 0. D’apres la question précédente,

n
Z k0
(S

k=1

donc la suite des sommes partielles est bornée. Par conséquent, la série est convergente.

1

* < -
VBER: S [m(@/2)]

eline

4. Soit z € R. Pour tout n € N*, posons zn = £575.

Lorsque x € R\27Z, la question précédente assure la convergence de la série de terme général z,, donc la convergence
2.9 ;2 __ sin(nz)
de la série de terme général Im(z,) = e

Lorsque x € 27Z, un(z) = 0 ce qui est bien le terme général d’une série convergente. Ceci conclut.

Exercice 4 — Etude d’un endomorphisme de .7, (R) (CCINP MP — 2012)

Dans tout l'exercice, n est un entier naturel supérieur ou égal a 2, et A est une matrice quelconque de ., (R), et u
I’endomorphisme de R™ canoniquement associé & la matrice A.

On note <Eivj)1<i,an
On note ¢ 4 Papplication de ., (R) dans .#,,(R) définie par :

la base canonique de ., (R) et I, la matrice identité.

a(M) =AM — MA

Nous allons nous intéresser a la diagonalisabilité de 4.
Partie | — Etude du cas n = 2

Dans toute cette partie, on prendra n = 2.

1. Vérifier que 'application ¢ 4 est linéaire et que Iy et A appartiennent & ker ¢ 4.

A= (i Z) e Ms(R).

2. Donner la matrice de ¢4 dans la base (E1,1, E2.2, F12, F21) de A5(R).
Dans la suite de cette partie, on suppose que g4 # 0 (c’est-a-dire que A # Al pour tout A € R).

Dans la suite de cette partie, on pose

3. Montrer que le polynéme caractéristique de ¢ 4 est donné par
Xoa = X*(X? —(d—a)? — 4bc).
4. En déduire que 4 est diagonalisable si et seulement si (d — a)? + 4bc > 0.

5. Démontrer que ¢4 est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable.

Partie Il — Etude du cas général

On note € = (c1,...,cpn) la base canonique de R™.

6. On suppose dans cette question que A est diagonalisable.

On note # = (ey,...,e,) une base de vecteurs propres de u (défini au début de I’exercice) et, pour tout entier i
tel que 1 < ¢ < n, A; la valeur propre associée au vecteur e;. On note alors P la matrice de passage de la base
% a la base A et

M 0 ... 0
D 0

0

0 0 A
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Enfin, pour tout couple (i,5) d’entiers tels que 1 <i < netl1l<j<n,on pose:

B;; = PE; ;P™*
a. Exprimer, pour tout couple (i, j), la matrice DE; ; — E; ;D en fonction de la matrice E; ; et des réels A; et
Aj
b. Montrer que, pour tout couple (4, 7), B; ; est un vecteur propre de 4.
c. En déduire que ¢4 est diagonalisable.

7. On suppose dans cette question que p4 est diagonalisable en tant qu’endomorphisme de ., (R).
On note (P; ;)
a Pi,j-
a. Dans cette question, on considére A comme une matrice a coefficients complexes (A € 4, (R) < #,(C))
et ¢4 comme un endomorphisme de ., (C) (défini par ¢4 (M) = AM — M A pour tout M € 4, (C)).

1. Justifier que toutes les valeurs propres de ¢4 sont réelles.

I<i j<n UNE base de vecteurs propres de ¢4 et, pour tout couple (7,7), A; ; la valeur propre associée

ii. Soit z € C. Justifier que si z est une valeur propre de A, alors z est aussi une valeur propre de AT.

71. Soit z € C. On suppose que z et Z sont deux valeurs propres de la matrice A. On considére alors
X e Mn1(C)etY e #,1(C) deux matrices colonnes non nulles telles que AX = zX et ATY =zY.

En calculant ¢4 (XYT), montrer que z — Z est une valeur propre de ¢4.
b. En déduire que la matrice A a au moins une valeur propre réelle.

On note A une valeur propre réelle de A et X € .#, 1(R) une matrice colonne non nulle telle que AX = \X.

c. Montrer que, pour tout couple (i, ), il existe un réel p; ;, que 'on exprimera en fonction de X et \; ;, tel
que AP; ;X = u; ;P ; X.

d. En déduire que A est diagonalisable.

1. Pour tout (X, ) € R? et M, N de .#,,(R), on a :

@a(AM + uN) = AAM + uN) — (AM + uN)A
= M(AM — MA) + u(AN — NA)
= Apa(M) + ppa(N).

Donc ¢4 est bien linéaire, de plus, ¢ (I2) = @a(A) = 0, c’est a dire 12 et A sont dans ker p4.

2. Les calculs montrent que :
v (E11) = cE21 — bE12

va (Er2) = —cE1 + (a — d)E12 + cEa
tPA (E21) =bFE11 + (d = CL)E21 —bE>
w4 (E22) = bE12 — cEx

D’ol la matrice de 4 dans la base canonique (E11, F12, F21, E22) de #>(R) :

0 —c b 0
—b a—d 0 b

0 c —b 0

3. Le polynoéme caractéristique de ¢4 est donné, en posant § = b — a, par :

X c —b 0 X @ —b 0 X c —b 0
b X456 0 bl b X456 0 b |b X485 0 b
Xea = |_¢ 0 X—-6§ c|  |-c 0 X—-6§ c| —c 0 X—-§ ¢
0 —c b X X 0 0 X 1 0 0 1
X c —b 0
0 X+96 0 —b
= X|0 "0 x_5 el =XXX=0)(X+08)—2(be(X + ) +be(X —4))).
2 0 0 1

Ainsi, xp, = X*(X? — 6> — 4bc) = X* (X? — (d — a)® — 4bc).
4. Si (d — a)? 4+ 4bc > 0, on aura trois valeurs propres, 0 valeur propre double et les autres sont simples et comme
Vect (I2, A) © Eo ( Eo le sous-espace propre associé & 0 ) et A # Ao, alors dim Ey = 2 est donc ¢4 est diagonalisable.
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6.

Inversement, si pa est diagonalisable, alors nécessairement le polynéme caractéristique de p4 admettra des racines
réelles autres que 0, sinon A = 0, et donc (d — a)2 + 4be > 0.

Le polynéme caractéristique de A est X2 — (a + d)X + ad — bc. La matrice A étant différente de Al2, donc A est
diagonalisable si et seulement si 'équation X2 — (a + d)X + ad — bc = 0 admet deux racines réelles et distinctes,
c’est & dire si et seulement si (a + d)? — 4(ad — bc) = (d — a)? + 4bc > 0 et ceci est équivalent & dire que @4 est
diagonalisable par la question précédente.

a. Ecrivons D sous la forme D = 27:1 N By, donc

DE;; — E;i;D = Z NEuE:;; — Z NEqi;Ey
=1 =1

Z OBy — Z AidjiEq

=1 =1

= )\ZE” — A]'Eij = ()\7, — )\]) EZJ
b. On a, pour tout couple (i, ) :
¢a (Bi;) = ABi; — Bi; A
— APE;;P~' — PE;P'A
= PDE;;P' — PE;;DP!
= P(DE;; — E;D)P™' = (A= \;) Bj;.

c. Les B;; forment une famille de n” vecteurs propres de 4. De plus, la famille (B;;), <i,j<n st libre :

si Z OlijBij = 0, alors Z Ozi]'Eij = 0,

1<i,j<n 1<i,j<n

et comme la famille des matrices élémentaires est libre (base canonique de .#,(R)), il est de méme pour la
famille (Bi;),; j<,, en conclusion ¢4 est diagonalisable.
On peut aussi remarquer que Uapplication m — PMP™' est un isomorphisme.
a. 1. Comme @4 est diagonalisable dans .4, (R), son polynéme caractéristique est scindé sur R, donc toutes ses
racines sont réelles. Si p4 est vu comme endomorphisme de .#,(C), il a méme polynéme caractéristique,
et ses valeurs propres sont toutes réelles.

ii. Aet AT ont le méme polynéme caractéristique, et comme les valeurs propres d’une matrice sont les racines
de son polynéme caractéristique, alors A et AT ont les mémes valeurs propres.

iti. Ona ga (XYT) = AXYT - XYTA=2XYT - X(ATY) = 2XYT — X2V = (2 — 2)XY 7, et comme
XYT =0, z— Z est une valeur propre de @a.

b. Si A admet une valeur propre z € C\R, alors comme x4 € R[X], Z est aussi valeur propre de A. Par la question
précédente, z — Z est valeur propre de pa, qui n’est pas réelle, ce qui est impossible car ¢4 est diagonalisable
sur R.

c. Pour tout couple (7,7), on a pa(P; ;) = \i ; Pij, c'est-a-dire AP, ; — P; ;A = \; ; P; ;. Ainsi,
AP, ;X = PijAX + XijPi X = (A+ Xij) P X,

car AX = AX. Il suffit de prendre p;; = A + \ij.
d. Considérons ’application linéaire suivante :
Vi MR) — Man(R)
M — MX
Montrons que cette application est surjective, en effet, considérons un Y € 4,1 (R) :
- SiY =0,on prend M =0;

— SiY # 0, on compléte X et Y pour avoir deux bases % et %’ de .#,,1(R) qui commencent par X et Y,
et soit v 'application linéaire qui transforme % en %’ et M la matrice canoniquement associée & v, donc
on a bien Y = MX.

La famille (P;,;),, j<, est une base de .#,(R), donc son image par ¥ est génératrice de Im ¥ = .#y.1(R) car
W est surjective, ainsi (P;,;X),; ;<, est une famille génératrice de .#,,1(R) formée par des vecteurs propres
de A, de la quelle on peut extraire une base de .#,(R), donc A est diagonalisable.
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