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DS 2

Corrigé

Exercice 1 – Un raffinement de la formule de Stirling (d’après Centrale PSI – 2023)
On rappelle la formule de Stirling :

n! „
?
2πn

´n

e

¯n

.

On introduit les suites réelles punqnPN‹ , pvnqnPN‹ et pwnqnPN‹ dont les termes généraux sont donnés par :

un “
nne´n

?
n

n!
, vn “ ln punq , wn “ vn`1 ´ vn.

1. Montrer qu’il existe un réel α que l’on précisera tel que wn „ α
n2 , et en déduire la nature de la série

ř

wn.
2. Pour tout n P N‹, on pose

Rn “

`8
ÿ

k“n

1

k2
.

À l’aide d’une comparaison série intégrale, déterminer un équivalent simple de Rn lorsque n Ñ `8.

On pourra commencer par écrire un encadrement de
N
ř

k“n

1
k2 , où N ě n.

3. Déduire des questions précédentes un équivalent de
`8
ř

k“n

wk lorsque n Ñ `8.

4. Déduire de la question précédente que

n! “
?
2πn

´n

e

¯n
ˆ

1 `
α

n
` o

ˆ

1

n

˙˙

.

1. Pour tout n P N˚,

wn “ vn`1 ´ vn “ ln

ˆ

un`1

un

˙

“ ln

ˆ

pn ` 1qn`1e´pn`1q
?
n ` 1n!

nne´n
?
npn ` 1q!

˙

“ ln

ˆ

pn ` 1qne´1
?
n ` 1

nn
?
n

˙

“ ´1 `

ˆ

n `
1

2

˙

ln

ˆ

1 `
1

n

˙

“
nÑ`8

´1 `

ˆ

n `
1

2

˙ ˆ

1

n
´

1

2n2
`

1

3n3
` o

ˆ

1

n3

˙˙

“
nÑ`8

1

3n2
´

1

4n2
` o

ˆ

1

n2

˙

“
1

12n2
` o

ˆ

1

n2

˙

Donc wn „
nÑ`8

α
n2 avec α “ 1

12
.

Par comparaison avec la série à termes positifs convergente
ř

1
n2 , la série

ř

wn converge aussi.
2. Soit n P N‹. La fonction t ÞÑ 1

t2
est continue et décroissante, donc par comparaison série intégrale, on a pour tout
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N ą n,
ż N`1

2

n ` 1

t2
dt ď

N
ÿ

k“n

1

k2
ď

ż N

1

1

t2
dt, donc 1

n ` 1
´

1

N ` 1
ď

N
ÿ

k“n

1

k2
ď

1

n
´

1

N
.

En passant à la limite N Ñ `8, on obtient que

1

n ` 1
ď

`8
ÿ

k“n

1

k2
ď

1

n
.

Par encadrement, on en déduit que Rn „ 1
n

.
3. Comme wn „ 1

12n2 et
ř

1
12n2 converge, on déduit par sommation des relations de comparaison

`8
ÿ

k“n

wk „
1

12
Rn „

1

12n
.

4. Par télescopage, on a pour tout n P N‹,
`8
ÿ

k“n

wk “ lim
kÑ`8

pvkq ´ vn.

Or vk “ ln pukq ÝÑ
kÑ`8

´ lnp
?
2πq d’après la formule de Stirling. D’après ce qui prcède,

´ lnp
?
2πq ´ vn “

nÑ`8

1

12n
` o

ˆ

1

n

˙

Ainsi,

n! “

´n

e

¯n?
n

1

un
“

´n

e

¯n?
ne´vn “

?
2πn

´n

e

¯n

e
1

12n
`op 1

n q “
nÑ`8

?
2πn

´n

e

¯n
ˆ

1 `
1

12n
` o

ˆ

1

n

˙˙

.

Exercice 2 – Matrices dont les valeurs propres sont sur la diagonale (CCINP MP – 2008)
Les matrices diagonales et les matrices triangulaires sont des exemples triviaux de matrices ayant leurs valeurs propres
sur la diagonale. Cet exercice s’intéresse aux matrices vérifiant cette particularité.
Dans cet exercice, toutes les matrices sont à coefficients réels et n est un entier, n ě 2. On dira qu’une matrice
A “ pai,jq1ďi,jďn de MnpRq est une matrice à diagonale propre si son polynôme caractéristique est scindé sur R et si
ses termes diagonaux sont ses valeurs propres avec le même ordre de multiplicité.
En d’autres termes, A est à diagonale propre si son polynôme caractéristique est

χApXq “

n
ź

i“1

pX ´ ai,iq .

On pourra noter en abrégé : A est une MDP pour A est une matrice à diagonale propre. On notera Dn l’ensemble des
matrices de MnpRq à diagonale propre.

Partie I – Exemples
1. Soient α un réel et

Mpαq “

¨

˝

1 ´1 α
0 2 ´α
1 1 2 ´ α

˛

‚.

a. Calculer le polynôme caractéristique de la matrice Mpαq. Montrer que, pour tout α, la matrice Mpαq est
une matrice à diagonale propre.

b. Quelles sont les valeurs de α pour lesquelles la matrice Mpαq est diagonalisable ?
2. On considère la matrice

A “

¨

˝

0 0 ´1
0 0 0
1 0 0

˛

‚.

Cette matrice antisymétrique A est-elle une matrice à diagonale propre ?
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3. Cas n = 2. Déterminer D2.

Partie II – Une condition nécessaire et suffisante pour n=3

4. a. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice à diagonale propre soit inversible.
b. Donner un exemple de matrice à diagonale propre non diagonale de M3pRq, inversible, et telle que A´1 est

également une matrice à diagonale propre. On précisera la matrice A´1.
5. Soit A “ pai,jq1ďi,jďn une matrice de M3pRq. Montrer que A est une matrice à diagonale propre si et seulement

si elle vérifie les deux propriétés suivantes :

detA “

n
ź

i“1

ai,i, et a1,2a2,1 ` a1,3a3,1 ` a2,3a3,2 “ 0.

Partie III – Quelques propriétés

6. Si A est une matrice de MnpRq à diagonale propre, montrer que, pour tout couple pa, bq de réels, les matrices
aA ` bIn et aAJ` bIn sont encore des matrices à diagonale propre.

7. Matrices trigonalisables
a. Une matrice trigonalisable est-elle nécessairement une matrice à diagonale propre ?
b. Justifier qu’une matrice à diagonale propre est trigonalisable.
c. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice de MnpRq soit semblable à une

matrice à diagonale propre.
8. Démontrer que toute matrice de MnpRq est somme de deux matrices à diagonale propre. Dn est-il un sous-espace

vectoriel de MnpRq ?

1. a. Le polynôme caractéristique de Mpαq est, en faisant l’opération L1 Ð L1 ` L2 :

χMpαq “

∣∣∣∣∣∣
X ´ 1 1 ´α

0 X ´ 2 α
´1 ´1 X ´ 2 ` α

∣∣∣∣∣∣ “

∣∣∣∣∣∣
X ´ 1 X ´ 1 0

0 X ´ 2 α
´1 ´1 X ´ 2 ` α

∣∣∣∣∣∣ “ pX ´ 1q

∣∣∣∣∣∣
1 1 0
0 X ´ 2 α

´1 ´1 X ´ 2 ` α

∣∣∣∣∣∣
Ainsi, en faisant maintenant L3 Ð L1 ` L3, on a χA “ pX ´ 1qpX ´ 2qpX ´ p2 ´ αq.
Comme 1, 2, 2 ´ α sont les coefficients diagonaux de Mpαq, la matrice Mpαq est à diagonale propre.

b. – Si α R t0, 1u, alors Mpαq a 3 valeurs propres distinctes, donc Mpαq est diagonalisable.
– Si α “ 0, les valeurs propres sont 1 de multiplicité 1, et 2 de multiplicité 2. Or

rgpMp0q ´ 2I3q “ rg

¨

˝

´1 ´1 0
0 0 0
1 1 0

˛

‚“ 1.

Ainsi, dimE2pMp0qq “ dimpKerpMp0q ´ 2I3q “ 2, donc Mp0q est diagonalisable.
– Si α “ 1, les valeurs propres sont 1 de multiplicité 2 et 2 de multiplicité 1.

rgpMp1q ´ I3q “ rg

¨

˝

0 ´1 1
0 1 ´1
0 1 1

˛

‚“ 2.

Ainsi, la dimension de E1pMp1qq est donc 1 et Mp1q n’est pas diagonalisable.
Finalement, Mpαq est diagonalisable si et seulement si α ­“ 1.

2. On a, par exemple avec la règle de Sarrus, χApXq “ X3 ` X “ XpX2 ` 1q. Comme χA n’est pas scindé sur R, la
matrice A n’est pas à diagonale propre.

3. Soit A “

ˆ

a b
c d

˙

. On a alors

χA “ X2
´ pa ` dqX ` pad ´ bcq.

La matrice A est à diagonale propre si et seulement si χA “ pX ´ aqpX ´ dq “ X2 ´ pa ` dqX ` ad, c’est-à-dire si
et seulement si bc “ 0.
On en déduit que D2 est l’ensemble des matrices triangulaires.
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4. a. Une matrice A est inversible si et seulement si 0 n’est pas valeur propre de A. Ainsi, si A est à diagonale propre,
A est inversible si et seulement si ses éléments diagonaux sont tous non nuls.

b. Il suffit de prendre une matrice triangulaire, non diagonale et inversible :

A “

¨

˝

1 0 1
0 1 0
0 0 1

˛

‚, A´1
“

¨

˝

1 0 ´1
0 1 0
0 0 1

˛

‚.

5. La matrice A est une matrice à diagonale propre si et seulement si χA “ pX ´ a11qpX ´ a22qpX ´ a33q.
Or un calcul donne (par exemple Sarrus) :

χA “ X3
´ trpAqX2

` pa11a22 ` a11a33 ` a22a33 ´ a12a21 ´ a13a31 ´ a23a32qX ` detA.

Comme par ailleurs pX ´ a11qpX ´ a22qpX ´ a33q “ X3 ´ trpAqX2 ´ pa12a21 ` a13a31 ` a23a32qX ` a11a22a33, on a
par identification :

χA “ pX ´ a11qpX ´ a22qpX ´ a33q ô detA “
3

ś

i“1

aii et a12a21 ` a13a31 ` a23a32 “ 0.

6. Comme A est une MDP, les valeurs propres de A sont a11, a22 ... ann. On en déduit que les valeurs propres de
aA ` bIn sont a a11 ` b, a a22 ` b, . . . , a ann ` b.
Comme il s’agit des termes diagonaux de aA ` bIn, la matrice aA ` bIn est à diagonale propre.
Les termes diagonaux et le spectre d’une matrice et de sa transposée sont les mêmes, et paA ` bInqJ “ aAJ ` bIn,
donc aAJ ` bIn est donc une matrice à diagonale propre.

7. a. La matrice A “

´

0 1
1 0

¯

a pour polynôme caractéristique X2 ´1, donc SppAq “ t´1, 1u, et A est diagonalisable
(et par conséquent trigonalisable), mais d’après la question 3., elle n’est pas à diagonale propre.

b. Par définition, le polynôme caractéristique d’une matrice à diagonale propre est scindé, une telle matrice est
donc trigonalisable.

c. Si A P MnpRq est semblable à une matrice B à diagonale propre, alors χA “ χB , et comme χB est scindé, χA

l’est également.
Réciproquement, si χA est scindé, alors A est semblable à une matrice triangulaire, or toute matrice triangulaire
est à diagonale propre. Par conséquent, A est semblable à une matrice à diagonale propre.
Finalement, A est semblable à une matrice à diagonale propre si et seulement si χA est scindé.

8. Comme toute matrice triangulaire est à diagonale propre, il suffit d’écrire A P MnpRq comme une somme de deux
matrices triangulaires :

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

a11 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ a1n

0
. . .

...
...

. . .
...

0 ¨ ¨ ¨ 0 ann

˛

‹

‹

‹

‹

‚

`

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0

a21

. . .
...

...
. . . . . .

...
an1 ¨ ¨ ¨ an,n´1 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Si n ě 2, la matrice écrite par blocs

M “

ˆ

A 0

0 0

˙

P MnpRq, où A “

ˆ

0 1
1 0

˙

n’est pas à diagonale propre, mais elle s’écrit comme somme de deux matrices (triangulaires) à diagonale propre,
donc Dn n’est pas un sous-espace vectoriel de MnpRq.

Exercice 3 – Convergence de séries par transformation d’Abel (CCINP MP – 2014)
1. On considère une suite de réels panq, une suite de complexes pbnq et on note pour tout entier naturel n :

Sn “

n
ÿ

k“0

akbk, et Bn “

n
ÿ

k“0

bk.

4/8



MP – Lycée Montesquieu 2026-2027

En remarquant que, pour k ě 1, bk “ Bk ´ Bk´1, montrer que, pour tout entier naturel n non nul,

Sn “

n´1
ÿ

k“0

pak ´ ak`1qBk ` anBn.

2. On suppose que la suite pBnq est bornée et que la suite panq est décroissante de limite nulle.
a. Justifier que la série

ř

pak ´ ak`1q converge.
b. En déduire que la série

ř

anbn converge.
c. En appliquant le résultat précédent au cas où bn “ p´1qn, donner une démonstration du théorème des séries

alternées, après l’avoir énoncé.
3. Exemple. Dans cette question, θ est un réel différent de 2kπ pk P Zq et α P R.

a. Calculer pour n entier naturel non nul,
n

ÿ

k“1

eikθ.

b. Discuter en fonction du réel α la nature de la série
ÿ

ně1

einθ

nα
.

4. Déterminer, pour tout x P R, la nature de la série
ÿ

ně1

sinpnxq
?
n

.

1. Soit n P N‹.

Sn “

n
ÿ

k“0

akbk “ a0b0 `

n
ÿ

k“1

akpBk ´ Bk´1q “ a0b0 `

n
ÿ

k“1

akBk ´

n
ÿ

k“1

akBk´1.

Dans la dernière somme, on effectue le changement d’indice j “ k ´ 1.

Sn “ a0b0 `

n
ÿ

k“1

akBk ´

n´1
ÿ

j“0

aj`1Bj “ a0b0 `

n´1
ÿ

k“1

pak ´ ak`1qBk ` anBn ´ a1B0

“ a0b0 `

n´1
ÿ

k“0

pak ´ ak`1qBk ´ pa0 ´ a1qB0 ` anBn ´ a1b0 “

n´1
ÿ

k“0

pak ´ ak`1qBk ` anBn.

2. a. On sait que la suite panq et la série
ř

kě0

pak ´ ak`1q sont de même nature, donc la série converge.

b. Vérifions que la suite pSnq des sommes partielles est convergente. D’après la question précédente,

@n P N‹, Sn “

n´1
ÿ

k“0

pak ´ ak`1qBk ` anBn.

Le second terme panBnq tend vers 0 car produit d’une suite convergente vers 0 et d’une suite bornée.
Le premier terme est une somme partielle de la série de terme général pak ´ ak`1qBk. Notons M ą 0 un
majorant de la suite p|Bn|q. Alors

@k P N, |pak ´ ak`1qBk| ď |ak ´ ak`1|M “ pak ´ ak`1qM

car pakq est une suite décroissante.
Ainsi, par comparaison avec une série absolument convergente, pak ´ ak`1q ˆ Bk est le terme général d’une
série absolument convergente, ce qui conclut.

c. Soit pakqkPN une suite décroissante de limite nulle. Alors
ř

kě0

p´1qkak est une série convergente.

Il suffit d’appliquer le résultat de la question précédente après avoir justifié que la suite pBnq “

ˆ

n
ř

k“0

p´1qk
˙

est bornée. Pour tout n P N, Bn P t1, 0u donc |Bn| ď 1, ce qui conclut.
3. a. On reconnaît la somme des termes d’une suite géométrique de raison eiθ. Notons que, par hypothèse, eiθ ‰ 1.

On a :
n

ÿ

k“1

eikθ “ eiθ
1 ´ einθ

1 ´ eiθ
“ eiθ

einθ{2

eiθ{2

p´2iq sinpnθ{2q

p´2iq sinpθ{2q
“ eipn`1qθ{2 sinpnθ{2q

sinpθ{2q
.
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b. Lorsque α ą 1, la série de terme général einθ

nα est absolument convergente donc convergente.
Lorsque α ď 0, le module du terme général ne tend pas vers 0 donc la série est grossièrement divergente.
Soit α P s0, 1s. On va montrer que la série est convergente par application du résultat de la question 2b. Notons
tout de même que le fait que la série commence à n “ 1 à la place de n “ 0 n’a pas d’incidence. La suite p1{nαq

est clairement décroissante et tend vers 0. D’après la question précédente,

@n P N‹,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

k“1

eikθ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

|sinpθ{2q|

donc la suite des sommes partielles est bornée. Par conséquent, la série est convergente.

4. Soit x P R. Pour tout n P N‹, posons zn “ einx

n1{2 .
Lorsque x P Rz2πZ, la question précédente assure la convergence de la série de terme général zn, donc la convergence
de la série de terme général Impznq “

sinpnxq
?
n

.
Lorsque x P 2πZ, unpxq “ 0 ce qui est bien le terme général d’une série convergente. Ceci conclut.

Exercice 4 – Étude d’un endomorphisme de MnpRq (CCINP MP – 2012)
Dans tout l’exercice, n est un entier naturel supérieur ou égal à 2, et A est une matrice quelconque de MnpRq, et u
l’endomorphisme de Rn canoniquement associé à la matrice A.
On note pEi,jq1ďi,jďn la base canonique de MnpRq et In la matrice identité.
On note φA l’application de MnpRq dans MnpRq définie par :

φApMq “ AM ´ MA

Nous allons nous intéresser à la diagonalisabilité de φA.

Partie I – Étude du cas n “ 2

Dans toute cette partie, on prendra n “ 2.
1. Vérifier que l’application φA est linéaire et que I2 et A appartiennent à kerφA.

Dans la suite de cette partie, on pose

A “

ˆ

a b
c d

˙

P M2pRq.

2. Donner la matrice de φA dans la base pE1,1, E2,2, E1,2, E2,1q de M2pRq.
Dans la suite de cette partie, on suppose que φA ‰ 0 (c’est-à-dire que A ‰ λI2 pour tout λ P R).

3. Montrer que le polynôme caractéristique de φA est donné par

χφA
“ X2pX2 ´ pd ´ aq2 ´ 4bcq.

4. En déduire que φA est diagonalisable si et seulement si pd ´ aq2 ` 4bc ą 0.
5. Démontrer que φA est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable.

Partie II – Étude du cas général

On note C “ pc1, . . . , cnq la base canonique de Rn.

6. On suppose dans cette question que A est diagonalisable.
On note B “ pe1, . . . , enq une base de vecteurs propres de u (défini au début de l’exercice) et, pour tout entier i
tel que 1 ď i ď n, λi la valeur propre associée au vecteur ei. On note alors P la matrice de passage de la base
C à la base B et

D “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

λ1 0 . . . 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0
0 . . . 0 λn

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.
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Enfin, pour tout couple pi, jq d’entiers tels que 1 ď i ď n et 1 ď j ď n, on pose :

Bi,j “ PEi,jP
´1

a. Exprimer, pour tout couple pi, jq, la matrice DEi,j ´ Ei,jD en fonction de la matrice Ei,j et des réels λi et
λj .

b. Montrer que, pour tout couple pi, jq, Bi,j est un vecteur propre de φA.
c. En déduire que φA est diagonalisable.

7. On suppose dans cette question que φA est diagonalisable en tant qu’endomorphisme de MnpRq.
On note pPi,jq1ďi,jďn une base de vecteurs propres de φA et, pour tout couple pi, jq, λi,j la valeur propre associée
à Pi,j .

a. Dans cette question, on considère A comme une matrice à coefficients complexes (A P MnpRq Ă MnpCq)
et φA comme un endomorphisme de MnpCq (défini par φApMq “ AM ´ MA pour tout M P MnpCq).

i. Justifier que toutes les valeurs propres de φA sont réelles.
ii. Soit z P C. Justifier que si z est une valeur propre de A, alors z est aussi une valeur propre de AJ.

iii. Soit z P C. On suppose que z et z sont deux valeurs propres de la matrice A. On considère alors
X P Mn,1pCq et Y P Mn,1pCq deux matrices colonnes non nulles telles que AX “ zX et AJY “ zY .
En calculant φA

`

XY J
˘

, montrer que z ´ z est une valeur propre de φA.
b. En déduire que la matrice A a au moins une valeur propre réelle.

On note λ une valeur propre réelle de A et X P Mn,1pRq une matrice colonne non nulle telle que AX “ λX.

c. Montrer que, pour tout couple pi, jq, il existe un réel µi,j , que l’on exprimera en fonction de λ et λi,j , tel
que APi,jX “ µi,jPi,jX.

d. En déduire que A est diagonalisable.

1. Pour tout pλ, µq P R2 et M,N de MnpRq, on a :

φApλM ` µNq “ ApλM ` µNq ´ pλM ` µNqA

“ λpAM ´ MAq ` µpAN ´ NAq

“ λφApMq ` µφApNq.

Donc φA est bien linéaire, de plus, φ pI2q “ φApAq “ 0, c’est à dire I2 et A sont dans kerφA.
2. Les calculs montrent que :

$

’

’

&

’

’

%

φA pE11q “ cE21 ´ bE12

φA pE12q “ ´cE11 ` pa ´ dqE12 ` cE22

φA pE21q “ bE11 ` pd ´ aqE21 ´ bE22

φA pE22q “ bE12 ´ cE21

D’où la matrice de φA dans la base canonique pE11, E12, E21, E22q de M2pRq :
»

—

—

–

0 ´c b 0
´b a ´ d 0 b
c 0 d ´ a ´c
0 c ´b 0

fi

ffi

ffi

fl

.

3. Le polynôme caractéristique de φA est donné, en posant δ “ b ´ a, par :

χφA “

∣∣∣∣∣∣∣∣
X c ´b 0
b X ` δ 0 ´b

´c 0 X ´ δ c
0 ´c b X

∣∣∣∣∣∣∣∣ “

∣∣∣∣∣∣∣∣
X c ´b 0
b X ` δ 0 ´b

´c 0 X ´ δ c
X 0 0 X

∣∣∣∣∣∣∣∣ “ X

∣∣∣∣∣∣∣∣
X c ´b 0
b X ` δ 0 ´b

´c 0 X ´ δ c
1 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
“ X

∣∣∣∣∣∣∣∣
X c ´b 0
0 X ` δ 0 ´b
0 0 X ´ δ c
2 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ “ X pXpX ´ δqpX ` δq ´ 2pbcpX ` δq ` bcpX ´ δqqq .

Ainsi, χφA “ X2pX2 ´ δ2 ´ 4bcq “ X2
`

X2 ´ pd ´ aq2 ´ 4bc
˘

.
4. Si pd ´ aq2 ` 4bc ą 0, on aura trois valeurs propres, 0 valeur propre double et les autres sont simples et comme

Vect pI2, Aq Ă E0 ( E0 le sous-espace propre associé à 0 ) et A ‰ λI2, alors dimE0 “ 2 est donc φA est diagonalisable.
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Inversement, si φA est diagonalisable, alors nécessairement le polynôme caractéristique de φA admettra des racines
réelles autres que 0, sinon A “ 0, et donc pd ´ aq2 ` 4bc ą 0.

5. Le polynôme caractéristique de A est X2 ´ pa ` dqX ` ad ´ bc. La matrice A étant différente de λI2, donc A est
diagonalisable si et seulement si l’équation X2 ´ pa ` dqX ` ad ´ bc “ 0 admet deux racines réelles et distinctes,
c’est à dire si et seulement si pa ` dq2 ´ 4pad ´ bcq “ pd ´ aq2 ` 4bc ą 0 et ceci est équivalent à dire que φA est
diagonalisable par la question précédente.

6. a. Écrivons D sous la forme D “
řn

l“1 λlEll, donc

DEij ´ EijD “

n
ÿ

l“1

λlEllEij ´

n
ÿ

l“1

λlEijEll

“

n
ÿ

l“1

λlδliElj ´

n
ÿ

l“1

λlδjlEil

“ λiEij ´ λjEij “ pλi ´ λjqEij .

b. On a, pour tout couple pi, jq :

φA pBijq “ ABij ´ BijA

“ APEijP
´1

´ PEijP
´1A

“ PDEijP
´1

´ PEijDP´1

“ P pDEij ´ EijDqP´1
“ pλ ´ λjqBij .

c. Les Bij forment une famille de n2 vecteurs propres de φA. De plus, la famille pBijq1ďi,jďn est libre :

si
ÿ

1ďi,jďn

αijBij “ 0, alors
ÿ

1ďi,jďn

αijEij “ 0,

et comme la famille des matrices élémentaires est libre (base canonique de MnpRq), il est de même pour la
famille pBijq1ďi,jďn, en conclusion φA est diagonalisable.

On peut aussi remarquer que l’application m ÞÑ PMP´1 est un isomorphisme.
7. a. i. Comme φA est diagonalisable dans MnpRq, son polynôme caractéristique est scindé sur R, donc toutes ses

racines sont réelles. Si φA est vu comme endomorphisme de MnpCq, il a même polynôme caractéristique,
et ses valeurs propres sont toutes réelles.

ii. A et AJ ont le même polynôme caractéristique, et comme les valeurs propres d’une matrice sont les racines
de son polynôme caractéristique, alors A et AJ ont les mêmes valeurs propres.

iii. On a φA

`

XY J
˘

“ AXY J ´ XY JA “ zXY J ´ XpAJY q
J

“ zXY J ´ Xz̄Y J “ pz ´ z̄qXY J, et comme
XY J ­“ 0, z ´ z̄ est une valeur propre de φA.

b. Si A admet une valeur propre z P CzR, alors comme χA P RrXs, z̄ est aussi valeur propre de A. Par la question
précédente, z ´ z̄ est valeur propre de φA, qui n’est pas réelle, ce qui est impossible car φA est diagonalisable
sur R.

c. Pour tout couple pi, jq, on a φApPi,jq “ λi,jPi,j , c’est-à-dire APi,j ´ Pi,jA “ λi,jPi,j . Ainsi,

APi,jX “ Pi,jAX ` λi,jPi,jX “ pλ ` λi,jqPi,jX,

car AX “ λX. Il suffit de prendre µij “ λ ` λij .
d. Considérons l’application linéaire suivante :

Ψ : MnpRq Ñ Mn,1pRq

M ÞÑ MX

Montrons que cette application est surjective, en effet, considérons un Y P Mn,1pRq :
– Si Y “ 0, on prend M “ 0 ;
– Si Y ‰ 0, on complète X et Y pour avoir deux bases B et B1 de Mn,1pRq qui commencent par X et Y ,

et soit v l’application linéaire qui transforme B en B1 et M la matrice canoniquement associée à v, donc
on a bien Y “ MX.

La famille pPi,jq1ďi,jďn est une base de MnpRq, donc son image par Ψ est génératrice de ImΨ “ Mn,1pRq car
Ψ est surjective, ainsi pPi,jXq1ďi,jďn est une famille génératrice de Mn,1pRq formée par des vecteurs propres
de A, de la quelle on peut extraire une base de MnpRq, donc A est diagonalisable.
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