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DS 1

Corrigé

Exercice 1 — Etude d’une série
On consideére la série > u,, ol

VneN, u, = cos (wx/n2+n+1).

1. Montrer qu’il existe un réel a qu’on déterminera tel que
T U 1
mvn?l+n+1l = nr+-+a—+0(—].
n—+o 2 n n2

2. Déduire de la question précédente que Y u, converge.

3. La série >, u, converge-t-elle absolument ?

1. Pour tout n e N*, ona mv/n2 +n+1 = nmy/1 + % + n—lg Or, au voisinage de +o0,

11 1/1 1 1 1 1 3 1
= — — ke = O = = it — % — O =1
ot +2<n+n2> e (ns) Tttt (ng)
Donc, 7v/n? +n+1 = nr+ %+ 3Z + 0 (&%).

2. Pour tout n € N*, on pose v, = cos (7r\/ n%+n + 1). D’apres la question précédente,

— cos T 37 1 _ i (3T 1
Un—005<n7r+2+8n+0(n2))—( 1) Sln(8n+0(n2)>'

Par conséquent, on peut écrire v, = (—1)"*'3Z L 4w, ot w, = O (J5).

=qyert s .y 2.q - . qs :
Comme ), % converge (d’apres le critére spécial des séries alternées) et Y, w, converge (par critére de domina-
tion), on en déduit que v, converge.

3. D’apres la question précédente, on a

Or la série & termes positifs Y, 1 diverge (série harmonique), donc ) |vn| diverge, c’est-a-dire que Y v, ne converge
pas absolument.

Exercice 2 — Une équation différentielle
On considére sur ]0, 1] ’équation différentielle

"

1
2 ’
+day +2y = —— E
A N (E)
1. Déterminer les solutions de I’équation homogene
22y +4ay + 2y = 0 (Eo)

qui sont sous la forme y : z — x%, ou a € R.
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z(x)

2. Déterminer une solution de (E) sous la forme y :  — —5~, ou z est une fonction deux fois dérivable sur |0, 1].
x

2

3. En déduire I'ensemble des solutions de (E).

On pourra utiliser le résultat : l’ensemble des solutions de ’équation homogéne (Ey) est un espace vectoriel de

dimension 2.

1. Soit y : & — x® une solution de (Ep). Pour tout x €]0, 1], on a

22y (x) + 4zy () + 2y(x) = a(a —1)z® + 4az® + 22* = (® + 3a + 2)z®

d’apres ce qui précede, si a € {—1,—2}, alors y :  — % est solution de (Ep).

Ainsi, y1 : x — é et y2 1 x — I% sont les seules solutions de (Fo) de la forme souhaitée.
2. Cherchons maintenant une solution de (E) sous la forme y : z — %
Ainsi, pour tout z €]0,1],

Z(x) = 2zy(x) + x2y'(x), et 2'(z) = 2y(x) + 42y’ (z) + a:2y”(a:)

Par conséquent, z est solution de z” = —=, dont une solution particuliére est z : & — —4+/z. Ceci donne y : = —
) zﬁ )

solutions de I’équation homogene (Ey) est un espace vectoriel de dimension 2, il s’écrit Vect (y1, y2).

On en déduit que l’ensemble des solutions de (E) est ’ensemble des fonctions de la forme

—4 a b
Y= —=+ -+ —

rx T x?’

ou a,beR.

Ainsi, comme y est solution de (Fo), on a en particulier a?+3a+2 =0, cest-a-dire & = —1 ou o = —2. Par ailleurs,

. On a donc z(x) = z*y(x) pour tout = €]0, 1].

3. La famille (y1,y2) est une famille libre, les deux fonctions y1 et y» étant non colinéaires. Comme ’ensemble des

—4

Exercice 3 — Matrices nilpotentes

Soient n un entier naturel non nul et £ un C-espace vectoriel de dimension n.

On rappelle qu'un endomorphisme u de E est dit nilpotent s’il existe un entier p > 1 tel que
uP :uo...ou:()g(E).

On appelle alors indice de nilpotence de u le plus petit entier p > 1 tel que u” = 0. (g).

De méme, une matrice M € ., (C) est dite nilpotente s’il existe un entier naturel p > 1 tel que MP = 0.

Ainsi, si Z est une base de F, un endomorphisme de E est nilpotent d’indice p si et seulement si sa matrice dans la

base £ est nilpotente d’indice p.

1. Que peut-on dire d’un endomorphisme nilpotent d’indice 17

Réduction d’un endomorphisme nilpotent en dimension 2

On suppose que n = 2. Soit © un endomorphisme de F nilpotent d’indice p > 2.
2. Justifier qu’il existe un vecteur x de E tel que uP~!(z) # 0p.
3. Vérifier que la famille (x, u(z),...,uP~!(z)) est libre. En déduire que p = 2, on a donc uou = 0 (p)-
4. Montrer que Ker v = Imu. On pourra commencer par justifier que Im u < Ker u.

5. A l'aide de la question 3, construire une base de E dans laquelle la matrice de u est égale &

0 0
n=(10)

6. En déduire que les matrices nilpotentes de .#5(C) sont exactement les matrices de trace et déterminant nuls.

Réduction d’un endomorphisme nilpotente d’indice 2
On suppose que n = 3. Soit u un endomorphisme de E nilpotent d’indice 2 et de rang r.

7. Montrer que Imu < Keru et que 2r < n.
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11.

. On suppose que Imu = Keru. Montrer qu’il existe eq, e, ..., e, € E tels que la famille

B = (e1,u(er),ea,ules),...,e,ule))

est une base de F.

. Donner la matrice de u dans la base %.
10.

On suppose Im(u) # ker(u). Montrer qu'’il existe e, ea, ... e, € E et v1,va,...,v,_a, € Keru tels que

PB = (e1,uler),ea,ulea), ..., eru(er), v,V .., Vn_2)
est une base de E.

Donner la matrice de v dans la base £’.

1. Siue Z(E) est nilpotent d’indice 1, alors u* = 0. (g donc u est nul.

2. Comme p est le plus petit entier tel que v = 0% (g), on a uP~l = 0% (g). Autrement dit, il existe z € E tel que
uP™(z) = 0p.

3. Soient Ao,...,Ap—1 € C tels que Aoz + Mu(z) + ... + /\pflupfl(:c) = Op. Raisonnons par l’absurde, et supposons
qu’il existe i € [0,p — 1] tel que A; = 0. On considére alors m le plus petit entier tel que A, = 0. On a alors

Antt™ (@) + ... 4 Ap_1uP " (z) = 0p.

En composant par ="' on obtient Aym,u? "' (x) = 0f, car pour tout i > m, uP~" Vi (z) = wP (v’ (z)) = Op.
Comme u? 71(17) = Og, ceci entraine que \,, = 0, ce qui est en contradiction.

0 o —1 . ong , o o
N.B. : On pouvait aussi remarquer qu’en composant par uP~" dans I’égalité de départ, on obtient \o = 0, et raisonner
par récurrence.

Comme dim E = 2, toute famille libre est de cardinal au plus 2. La famille (z,u(z),...,uP *(x)) étant de cardinal
p,on a p < 2. Comme on a aussi supposé p = 2, on en déduit p = 2.

4. Soit y € Imu. On sait qu'il existe z € E tel que y = u(z). Ainsi, u(y) = v’(z) = Op comme u®> = 0g(g), donc
y € Keru. On a alors montré que Imu < Ker u.

L’endomorphisme u n’est pas bijectif, sinon u? le serait également. Par conséquent, on a rg(u) < 1. Par ailleurs, on
a u = 0 (p), sinon u serait nilpotent d’indice 1. On en déduit que rg(u) > 1. Finalement rg(u) = 1. Le théoréme du
rang entraine alors que dim(Keru) = 2 — rg(u) = 1.

Finalement, Im u < Ker u, et les sous-espaces vectoriels Im u et Ker v sont de méme dimension, donc Im u = Ker .

5. D’apres la question 3, comme on a vu que p = 2, la famille & = (z,u(z)), o z est le vecteur de la question 2, est
libre. Comme elle est de bon cardinal, c’est une base de E. Par ailleurs, on a

uw(z) u(u(z))

Mat gz (u) = “(’7> [(1) 8 ]

6. Soit A est une matrice nilpotente d’indice noté p.
— Sip =1, alors A est nulle, donc de trace et déterminant nuls.

— Supposons p = 2, et notons u ’endomorphisme de C? canoniquement associé & A. Ainsi, « est nilpotent
d’indice p > 2, donc p = 2 d’apres la question 2. D’apres la question précédente, u a pour matrice J2 dans
une base %, donc A est semblable a Ja, ce qui entraine que tr A = tr Jo = 0 et det A = det J> = 0.

Supposons que A € .#>(C) vérifie tr A = 0 et det A = 0.

., _(a b > (a®+bc bla+d)
S A_(c d)’ alors 4 _(c(a+d) be + d?

Comme tr A = a+d =0, et det A = ad — bc = —a® — be = 0, on obtient que A? est nulle.

7. Comme u®> = 0g(p), on a Imu < Keru comme dans la question 4. Ainsi, rg(u) = dim(Imu) < dim(Keru). En
utilisant le théoreme du rang, on obtient

n = dim(Keru) + rg(u) > 2rg(u), donc 2r <n.

8. On considére un supplémentaire G de Keru dans E. On sait par le théoréme du rang (forme géométrique), que
u induit un isomorphisme de G sur Imu. Ainsi, dimG = r, et si (e1,...,e,) est une base de G, on sait* que
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(u(e1),...,u(er) est une base de Imw.

On en déduit que (e1,...,er,u(e1),...,u(er)) est une base de E comme concaténation d’une base de G et d’une
base de Ker v = Imu. En réordonnant ses vecteurs, on obtient une base de la forme souhaitée.

9. La matrice de u dans la base % est donnée par blocs par :

Ja
J2
10. Comme dans la question 8, on considere un supplémentaire G de Keru dans F, et on sait que u induit un isomor-
phisme de G sur Imw. Si (ey,...,e,) est une base de G, alors (u(e1),...,u(e,) est une base de Imu.
Par ailleurs, comme Imu < Keru, on peut compléter la famille (u(e1),...,u(e,)) en une base de Ker u en ajoutant
dim(Keru) —r = (n —r) —r = n — 2r vecteurs notés vi,...,Un_2r.
La famille (e1,...,equ(er),...,u(er),vi,...,vn—2,) est une base de E comme concaténation d’une base de G et

d’une base de Ker u. En réordonnant ses vecteurs, on obtient une base de la forme souhaitée.

11. La matrice de u dans la base %’ est alors donnée par

Jo2

Jo2

ou le dernier blocs diagonal est la matrice nulle de 4,2, (C).

a. On rappelle qu’un isomorphisme envoie toujours une base de ’espace de départ sur une base de ’espace d’arrivée.

Exercice 4 — Dimension du commutant

Dans tout ce probleme, F désigne un R-espace vectoriel de dimension finie n > 2.

Pour tout endomorphisme u de FE, on note € (u) 'ensemble des endomorphismes de F qui commutent avec u :

€(u) = {ve L(FE), uov=1vou}.

De méme, pour une matrice A € ., (R), on note

C(A) = {M e .#,(R), AM = MA}.

On rappelle qu'une homothétie est un endomorphisme de E de la forme AIdg, ou A € R.
Partie | — Autour des homothéties

Soit u un endomorphisme de E.

1. a. Montrer que € (u) est un sous-espace vectoriel de .Z(F). Justifier que dim €' (u) < n?.

b. Dans le cas ol u est une homothétie, montrer que € (u) = Z(FE) et préciser la dimension de € (u).
2. On suppose que, pour tout x € F, la famille (z, u(z)) est liée. On note (ey,...,e,) une base de E.

a. Montrer que, pour tout 7 € [1,n], il existe A; tel que u (e;) = Ae;.

b. Soit i € [2,n]. En considérant u (e + e;), montrer que A\; = Aq.

¢. En déduire que u est une homothétie.
3. On suppose dans cette question que dim % (u) = n?. Montrer que u est une homothétie.

Pour un vecteur x € E, on pourra considérer un projecteur sur Vect(z).

Partie Il — Majoration de la dimension du commutant

Dans toute cette partie, on suppose que u n’est pas une homothétie. On pourra admettre le résultat de la question 2.

4. Dans cette question, on suppose n = dim F = 2.

a. Justifier qu'il existe une base & de E dans laquelle la matrice de u est de la forme A = <(1) g)
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b. Montrer que %' (A) = Vect (I3, A).
c. En déduire que dim % (u) = 2.

5. On suppose désormais que n est un entier tel que n > 2. Soient A et B deux matrices de ., (R) qui ne sont pas
colinéaires & la matrice I,,. On consideére le sous-espace vectoriel de ., (R) donné par

F = {Me M,(R), AM = MB}.

a. Justifier que A et B sont respectivement semblables & des matrices A’ et B’ de la forme

0 1 0...... 0 O % «eenennnn *
T, * 1

A= ], e B=|0
D SR T Y * 0 K e eennne *

b. Montrer que les sous-espaces vectoriels .# et F' = {M € .#,(R), A’M = M B’} sont isomorphes.

c. Montrer que si M € ., (R) est une matrice non nulle de la forme

o o0jo --- 0

a S L
Mol0

O 0

0

ot Le2R),CeM_21(R)et (,3) € R? alors M ¢ F'.
d. En déduire que dim .F’' < n? — (2n — 2).

6. Déduire des questions précédentes que, si u € £ (F) n’est pas une homothétie, alors

dim € (u) < (n—1)% + 1.

1. a. Ona%(u)c Z(E).
— Comme %00 g =0 k) =0x@E)ou, onalgpm) € F(u).
— Soient V1,V2 € %(u) et Al,)\z eR. On a A\iv1 + X\ava € %(u) :

(A1v1 + Aawv2) ou = Aviou+ Aveou = Auowvs + Aauove = uwo (Avr + Aavz),
Ainsi, € (u) est un sous-espace vectoriel de Z(E), ce qui entraine que dim % (u) < dim Z(E) = n?.
b. Soit une homothétie u = AIdg, ot A € R. On a déja ¥ (u) c Z(E). Par ailleurs, pour tout v € Z(E), on a
vou=voAldg = M =Aldgov=uowv
donc v € €(u) ce qui justifie Z(E) < €(u), donc €(u) = Z(E). Ainsi, dim % (u) = dim Z(E) = n’.

2. a. Pour tout i € [1,n], la famille (e;,u(e;)) est liée donc il existe (A, p) € R2\{(0,0)} tel que Mu (e;) + pe; = Op.
Si A = 0 alors pe; = O, puis 4 = 0 car e; = O, ce qui est impossible. Ainsi, u (e;) = A\;e; en posant \; = —%.

b. Soit i € [2,n]. La famille (u(e1 + ;) ,e1 + €;) étant liée, on montre comme ci-dessus qu’il existe un réel X tel
que u (e +€;) = A(e1 + e;), car le vecteur e; + e; n’est pas nul. On a ainsi

Aler +ei) =u(er +e) =u(er) +ule) = Aer + Ae,.

Par conséquent, (A — A1) e1 + (XA — \;) e; = Og, et par liberté de la famille (e1, €;), on obtient A—X\; = A—X; = 0,
ce qui donne A\; = A = ;.

c. Onnote A = A1 = --- = \,. Pour tout x € F, on peut écrire x = a1e1 + ...+ aneén, avec ai, ..., a, € R. Ainsi,

u(z) = > au(zs) = >, sz = XY, iy = Az
i=1 i=1 i=1
Par conséquent, u = AIdg.

3. On suppose dim % (u) = n?. Comme % (u) ¢ Z(E) et dim.Z(E), on a €(u) = Z(FE), c’est-a-dire que tout endo-
morphisme de E commute avec u.
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Soit € E non nul. On considére un projecteur p sur Vect (z), parallelement & un supplémentaire de Vect (x). Comme

uop=pouetp(xr) ==z ona

u(z) = u(p(x)) = p(u(z)) € Vect (z),

donc la famille (z,u(x)) est liée. Si z = Op, la famille (z, u(z)) étant également liée, la question précédente entraine

que u est une homothétie.

4. a. Comme u n’est pas une homothétie, la question 2 entraine (par contraposée) qu’il existe x € E tel que la famille

(z,u(x)) est libre. Comme dim E = 2, la famille # = (z,u(z)) est libre et de bon cardinal, c’est une base de
E. Par ailleurs, Mat g (u) est de la forme :

Matg(u) = [

t

z y\ (0 o 0 a)\(z vy
Me%(4) » AM=MA < <z t)(l 5)=<1 ﬁ)(z t)
Yy ax+By\ az at y=az
< (t az—l—ﬂt)_(x—i-ﬁz y+ﬁt)©{t:x+ﬂz

Ainsi, €(A) = {(JZC xizﬁz)’ QZ,ZER} = {x ((1) (1)) +z((1) g), x,ZER} = Vect (12, A)

. Sive Z(E), on note B sa matrice dans la base #. On a alors

. SiM = (i y) € 4> (R), alors

vEF(u) © uov=vou & AB=BA & Be%(A) & Be Vect(l2,A) < ve Vect(Idg,u)
car B = Ay + pA si et seulement si v = AIdg +pu pour tous A, u € R. Ainsi, € (u) = Vect (Idg, u). Comme
Idg et u ne sont pas colinéaires, (Idg, u) est libre et génératrice de €' (u), donc dim €' (u) = 2.

o: Fu) — € (A)
v —  Matg(v)

N.B. : on pouvait aussi remarquer que est un isomorphisme.

. On note u ’endomorphisme de R™ canoniquement associé & B. Puisque B n’est pas de la forme A\I,, u n’est
pas une homothétie. On déduit de la question 2 qu’il existe un vecteur z € E tel que (z,u(z)) est une famille
libre. On peut donc compléter cette famille en une base & = (z,u(x),es,...,en) de R™.

Ainsi, dans la base 4, la matrice de u s’écrit :

u(z)
0

u(u(z)) u(es) u(en)

€n 0

Ainsi, B et Matgg(u) représentent toutes deux ’endomorphisme u, donc elles sont semblables, ce qui conclut.
Le méme travail peut étre mené pour la matrice AT, qui n’est pas colinéaire & I, puisque A ne lest pas.
Ainsi, AI est donc semblable & une matrice A de la méme forme que ci-dessus. Soit P € GL,(R) telle que
AT = PAP™!. On a alors N N
A= (PAPH)T = (PT)yTATPT

donc A est semblable & la matrice A’ = IZT, qui est de la forme souhaitée.
. Par la question précédente, on sait qu'il existe P,Q € GLn(R) telles que A = PA'P~* et B = QB'Q™*. Pour
toute matrice M € .#,(R), on a alors

AM =MB < PA'P'M=MQB' Q™' « AP 'M=P'MQB'Q™"' « AP 'MQ=P'MQB.
Ainsi, M € .Z si et seulement si P~ MQ e .#'. L’application

v:  — '
M - P'MQ

est clairement linéaire et bijective, donc un isomorphisme.
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c¢. On consideére une matrice comme dans 1’énoncé :

o o0 --- O
a f L
M = 0
. C 0
0

1
La deuxiéme colonne de A’ s’écrit [ C ], ol Cy € Mp—1,1(R). Un produit matriciel donne alors
B

o ‘/B‘ L 0 B
AM=MB < = .
aCz C

On en déduit que si M € %', alors a = 8 = 0, et L est nulle. Ensuite, comme aCs est nulle, C I’est également.
Finalement, M est la matrice nulle. Ceci montre que si M est non nulle et de la forme de I’énoncé, alors M ¢ %',

d. Si on note .# l’ensemble des matrices de la forme de 1’énoncé, alors

M =Vect(E21,E22, -+ ,FBan, E32,- -, En2).

pour la ligne 2 pour C

Ainsi, .# est un sous-espace vectoriel de dimension n +n — 2 = 2n — 2.

Par la question précédente, on a F' n.# = {0}, donc .F' et .4 sont en somme directe. Comme dim %' ® .4 <
dim .#,(R), on a
dim #' +dim.# <n®, donc dimZ <n®— (2n—2).

6. Comme u n’est une homothétie, sa matrice A dans une base # de E n’est pas colinéaires a I,,. Comme on l’a
remarqué plus haut
D: C(u) — € (A)
) — Matg(v)
est un isomorphisme, ce qui assure que dim %' (u) = dim € (A).
En choisissant B = A dans la question précédente, on a ¥(A4) = .#. Comme par ailleurs .# et .’ sont isomorphes,
le résultat de la question précédente donne alors dim € (A) = dim & = dim .#’ < n® — (2n—2) = (n— 1) + 1. Ainsi,

dim € (u) = dim€(A) < (n — 1) + 1.

Exercice bonus — Lemme de Schur
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et & une partie de -Z(FE) telle que les seuls sous-espaces stables
par tous les éléments de & soient {Og} ou E.

1. On suppose K = C dans cette question. Montrer que les seuls endomorphismes u € £ (F) qui commutent avec
tous les éléments de & sont les homothéties.

2. Si K = R, donner une condition suffisante sur dim E pour que le résultat reste vrai.

3. Montrer que le résultat est faux en toute généralité si K = R.

1. Supposons que u € Z(E) commute avec tous les éléments de 7. L’endomorphisme u admet au moins une valeur
propre A car C est algébriquement clos. Ainsi, comme wv = vu pour tout v € &, on sait que Ey(u) est stable par
v pour tout v € &. D’aprés 'hypothése, comme FEx(u) = {Og}, on a Ex(u) = E, ce qui entraine que u est une
homothétie.

2. Si E est de dimension impaire, alors x. a au moins une racine réelle, donc u a une valeur propre, et on peut reprendre
le raisonnement précédent.

3. On peut prendre I'exemple &7 des rotations du plan, c’est-a-dire les endomorphismes 79 de R? dont la matrice dans
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la base canonique de R? est de la forme

<Cos 6 —sinf

sin 6 cos@)’ ol @l

En effet, aucune droite du plan n’est stable par toutes les rotations, donc &7 satisfait aux conditions de ’énoncé. Par
ailleurs, les éléments de .« commutent avec tous les autres éléments de <7, en particulier, rz commute avec tous les
éléments de <7, mais n’est pas une homothétie.
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