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DM 3

Exercice. Normes sur C 1pr0, 1s,Rq

On munit E “ C 1pr0, 1s,Rq d’une part de la norme } ¨ }8, d’autre part de la norme N donnée par :

@f P E, Npfq “ |fp0q| `

ż 1

0

|f 1|.

1. Vérifier que N est bien une norme.
2. Montrer que pour tout f P E, }f}8 ď Npfq.
3. Montrer que } ¨ }8 et N ne sont pas équivalentes.

On pourra introduire la suite de fonctions pfnq définie par : @n P N, fn : x ÞÑ sinpnxq.

1. L’homogénéité et l’inégalité triangulaire sont immédiates.
Pour la séparation, soit f P E telle que Npfq “ 0 “ |fp0q| `

ż 1

0
|f 1|. Les deux termes du membre de droite étant

positifs, ils sont nuls. Comme |f 1| est positive, continue et d’intégrale nulle, elle est nulle, donc f est constante sur
r0, 1s et comme fp0q “ 0, f est nulle.

2. Pour tout x P r0, 1s, fpxq “ fp0q `
ż x

0
f 1 donc

|fpxq| ď |fp0q| `

ż x

0

|f 1
| ď |fp0q| `

ż 1

0

|f 1
| “ Npfq.

On passe ensuite à la borne supérieure pour x P r0, 1s pour obtenir }f}8 ď Npfq.
3. Pour tout n P N, }fn}8 ď 1 et

Npfnq “ n

ż 1

0

| cospntq| dt “
u“nt

ż n

0

| cosu| du ě

ż n

0

cos2 u du “
1

2

ż n

0

p1 ` cos 2uqdu “
n

2
`

sin 2n

4
.

Ainsi, Npfnq ÝÑ
nÑ`8

`8, donc pfnq est bornée pour } ¨ }8, mais diverge pour N , les normes ne sont pas équivalentes.

Plus précisément, il n’existe pas de réel α ą 0 tel que pour tout f P E, αNpfq ď }f}8.

Problème. Étude d’un endomorphisme de MnpRq.

Dans tout le problème, n est un entier naturel supérieur ou égal à 2, et A est une matrice quelconque de MnpRq, et u
l’endomorphisme de Rn canoniquement associé à la matrice A.
On note pEi,jq1ďi,jďn la base canonique de MnpRq et In la matrice identité.
On note φA l’application de MnpRq dans MnpRq définie par :

φApMq “ AM ´ MA

Les parties III et IV sont indépendantes entre elles, et indépendantes des parties I et II du DS 2.

Partie III. Étude des vecteurs propres de φA associés à la valeur propre 0

Soit m le degré du polynôme minimal de A.
8. Démontrer que la famille

`

In, A, . . . , Am´1
˘

est une base de RrAs.
9. Vérifier que RrAs est inclus dans kerφA et en déduire une minoration de dimkerφA.

10. Un cas d’égalité
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On suppose que l’endomorphisme u (défini au début du problème) est nilpotent d’indice n (c’est-à-dire que
un “ 0 et un´1 ‰ 0). On considère un vecteur y de Rn tel que un´1pyq ‰ 0 et, pour tout entier i tel que
1 ď i ď n, on pose ei “ un´ipyq.

a. Démontrer que la famille pe1, e2, . . . , enq est une base de Rn.
b. Soient B P kerφA et v l’endomorphisme de Rn canoniquement associé à B.

Démontrer que si vpyq “

n
ÿ

i“1

αiei (αi P R) alors v “

n
ÿ

i“1

αiu
n´i.

c. En déduire kerφA.
11. Cas où u est diagonalisable

On suppose que u est diagonalisable. On note λ1, λ2, . . . , λp (1 ď p ď n) les p valeurs propres distinctes de u et,
pour tout entier k tel que 1 ď k ď p, Eu pλkq le sous-espace propre associé à la valeur propre λk. On note mk la
dimension de cet espace propre.

a. Soient B P MnpRq et v l’endomorphisme de Rn canoniquement associé à B.
Démontrer que B P kerφA si et seulement si, pour tout entier k tel que 1 ď k ď p, Eu pλkq est stable par v
(c’est-à-dire v pEu pλkqq Ă Eu pλkq).

b. En déduire que B P kerφA si et seulement si la matrice de v, dans une base adaptée à la décomposition de
Rn en somme directe des sous-espaces propres de u, a une forme que l’on précisera.

c. Préciser la dimension de kerφA.

Partie IV. – Étude des vecteurs propres de φA associés à une valeur propre non nulle

Dans cette partie, α est une valeur propre non nulle de φA et B un vecteur propre associé (B P MnpRq, B ‰ 0). On
note πB le polynôme minimal de B et d le degré de πB .

12. Démontrer que, pour tout k P N, φA

`

Bk
˘

“ αkBk.
13. Soit P P RrXs. Exprimer φApP pBqq en fonction de α, B et P 1pBq.
14. Démontrer que le polynôme Xπ1

B ´dπB est le polynôme nul (π1
B étant le polynôme dérivé du polynôme minimal

de la matrice B).
15. En déduire que Bd “ 0.

8. Il est clair que φA

`

Ak
˘

“ 0 pour tout k P N, donc Vect
`

I, A, . . . , Am´1
˘

Ă RrAs. Soit maintenant P un polynôme
de RrXs, alors il existe Q et R des polynômes tels que :

P “ QπA ` R

avec R “ 0 ou degR ă m. Donc P pAq “ RpAq P Vect
`

I, A, . . . , Am´1
˘

, d’où l’égalité.
Soit α1, α2, . . . , α3 des scalaires tels que

řm´1
i“0 αiA

i “ 0, si l’un des αi est non nul, le polynôme
řm´1

i“0 αiX
i

contredit la définition du polynôme minimal de A, donc nécessairement α0 “ α1 “ . . . “ αm´1 “ 0 et donc la famille
`

I, A, . . . , Am´1
˘

est base de RrAs.
9. Il est clair que, pour tout polynôme P P RrXs, φApP pAqq “ 0 et donc RrAs Ă ker pφAq et par conséquent

dimker pφAq ě dimRrAs “ m.
10. a. Soit α1, α2, . . . , α3 des scalaires tels que p˚q

řn´1
i“0 αiei “

řn´1
i“0 αiu

n´ipyq “ 0, si on applique un´1, l’égalité p˚q

devient α0u
n´1pyq “ 0 et donc α0 “ 0, on applique une autre fois un´2 à p˚q on obtient α1 “ 0 et par le même

raisonnement, on appliquant à chaque fois un´ip0 ď i ď n ´ 1q, on obtient αi “ 0 pour tout i. La famille est
donc bien libre.

b. Posons w “
řn

i“1 αiu
n´1. Puisque

`

y, upyq, . . . , un´1pyq
˘

est une base de Rn, il suffit donc de montrer que

v
´

ui
pyq

¯

“ w
´

ui
pyq

¯

,

pour tout i “ 0, 1, . . . , n ´ 1.
On a déjà vpyq “ wpyq. Comme v et w commutent avec u ( B P ker pφAq, alors ils commutent avec tous les
ui, i P N. Donc

v
´

ui
pyq

¯

“ ui
pvpyqq “ ui

pwpyqq “ w
´

ui
pyq

¯

,

et par conséquent v “ w “
řn

i“1 αiu
n´1.

c. Il est évident que Vect
␣

In, A, . . . , An´1
(

Ă ker pφAq. Soit B P ker pφAq et v l’endomorphisme canoniquement
associé à B, alors il existe des scalaires α0, α1, . . . , αn´1 ( les composantes de vpyq dans la base pe1, e2, . . . , enq
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tels que vpyq “
řn´1

i“0 αiu
n´ipyq

˘

, et donc, d’après la question 10.(b), v “
řn´1

i“0 αiu
n´i.

Matriciellement, B “
řn´1

i“0 αiA
n´i P Vect

␣

In, A, . . . , An´1
(

et par conséquent :

kerφA “ Vect
␣

In, A, . . . , An´1
(

.

11. a. B P kerφA si et seulement si u et v commutent. Soit 1 ď k ď p et x P Eu pλkq, alors upxq “ λkx et donc

upvpxqq “ vpupxqq “ v pλkxq “ λkvpxq,

donc vpxq P Eu pλkq, d’où v pEu pλkqq Ă Eu pλkq.
Inversement, puisque u est diagonalisable, on a Rn “

Àp
k“1 Eu pλkq. Pour montrer que uv “ vu, il suffit de

montrer que pour tout 1 ď k ď p,@x P Eu pλkq , uvpxq “ vupxq. On a

@x P Eu pλkq , vupxq “ v pλkxqλkvpxq “ uvpxq.

D’où le résultat.
b. Soit B “ pB1,B2, . . . ,Bpq une base adaptée à la décomposition précédente, la matrice de v est donc de la

forme :

Mpv,Bq “

¨

˚

˚

˚

˝

B1 O ¨ ¨ ¨ O
O B2 ¨ ¨ ¨ O
...

. . .
...

O O ¨ ¨ ¨ Bp

˛

‹

‹

‹

‚

avec Bk “ MatBk

´

vEλk
puq

¯

.
Inversement, toutes les matrices de type sont dans ker pφAq (d’après l’équivalence démontrée dans la question
11.a).

c. Soit B P ker pφAq. Notons uk (resp. vk) l’endomorphisme de Eu pλkq induit par u (resp. v). D’après ce qui
précède vu “ vu si et seulement si pour tout k “ 1, 2, . . . , p, vkuk “ ukvk.
Mais uk “ λkIEupλkq, alors tout élément de P L pEu pλkqq commute avec uk, soit donc φ l’application de
ker pφAq dans

śp
k“1 Mmk pRq définie par :

φpBq “ pB1, B2, . . . , Bpq

On vérifie facilement que φ est un isomorphisme d’espaces vectoriels, donc

dimker pφAq “

p
ÿ

k“1

dimMmk pRq “

p
ÿ

k“1

m2
k.

12. On a : φA pInq “ 0 et puisque B est vecteur propre de φA associé à α, φApBq “ AB ´ BA “ αB, donc la propriété
ppkq : φA

`

Bk
˘

“ αkBk est vraie pour k “ 0 et k “ 1, supposons qu’elle est vraie à l’ordre k. On a :

ABk`1
´ Bk`1A “

´

ABk
´ BkA

¯

B ` Bk
pAB ´ BAq

“ αkBkB ` BkαB

“ αpk ` 1qBk.

Ainsi, par le principe de récurrence, pour tout k P N, φA

`

Bk
˘

“ αkBk.
13. Posons P pBq “

řm
k“0 αkB

k. Par linéarité de φA et le résultat démontré dans la question 12, on a :

φApP pBqq “

m
ÿ

k“0

αkφA

´

Bk
¯

“ α
m
ÿ

k“1

αkkB
k

“ α
m
ÿ

k“1

kBk´1
“ αP 1

pBqB.

14. On a πBpBq “ 0 et donc 0 “ φApπpBqq “ απ1
N pBqB, donc le polynôme Xπ1

B ´ dπB est un polynôme annulateur de
B et de degré est strictement inférieure à deg πB , donc il est nul.

3/4



MP – Lycée Montesquieu 2026-2027

15. D’après la question 14., on a : Xπ1
B “ dπB donc X divise πB . On reprend le même raisonnement mais cette fois

avec le polynôme Xπ1
B au lieu de πB , on a :

0 “ φA

``

Xπ1
B

˘

pBq
˘

“ α
`

Xπ1
B

˘1
pBqB

“ απ1
pBqB ` αBπ2

BpBqB

“ αB2π2
BpBq

On montre ensuite que X2π2
B ´dpd´ 1qπB est le polynôme nul, donc X2 divise πB . Un raisonnement par récurrence

descendant, montre que Xd divise πB , et par unicité du polynôme minimal, πB “ Xd et donc Bd “ 0.
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