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Dans ce problème, K désigne R ou C. On considère E un K-espace vectoriel de dimension n et f un endomorphisme
de E. On souhaite étudier les sous-espaces stables de f .

Partie I – Endomorphisme diagonalisable

Dans cette partie on suppose que f est diagonalisable. On désigne par k le cardinal du spectre de f et on note λ1, . . . , λk
ses valeurs propres distinctes ainsi que E1, . . . , Ek les sous-espaces propres associés.

1. Que dire de f si k “ 1 ? En déduire les sous-espaces vectoriels de E stables par f .
On suppose par la suite que k ě 2.

2. Soient F1, . . . , Fk des sous-espaces vectoriels respectifs de E1, . . . , Ek.
a. Justifier que les sous-espaces vectoriels F1, . . . , Fk sont en somme directe.
b. Montrer que F “

Àk
i“1 Fi est un sous-espace vectoriel stable par f .

3. On s’intéresse à la réciproque. On considère un sous-espace vectoriel F stable par f , et on cherche à montrer que

F “

k
à

i“1

Fi, où @i P J1, kK, Fi “ F X Ei.

a. Donner un exemple de trois espaces vectoriels A,B et C de E tels que A‘B “ E et pAXCq‘pBXCq ‰ C.
On pourra se placer dans le cas où E “ K2.

b. Justifier que pour tout x P F , il existe px1, . . . , xkq P E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆEk tel que x “ x1 ` . . .` xk.
c. Montrer le résultat dans le cas où k “ 2.
d. En déduire le cas général.

4. En déduire que l’endomorphisme fF induit par f sur F est diagonalisable.

Partie II – Endomorphisme nilpotent

5. On suppose dans cette question que E “ Rn´1rXs et on note ψ l’endomorphisme de dérivation ψ : P ÞÑ P 1.
a. Écrire la matrice de ψ dans la base canonique de Rn´1rXs.
b. Montrer que pour tout k ď n´ 1, le sous-espaces vectoriel RkrXs est stable par ψ.
c. Montrer réciproquement que si F est un sous-espace stable par ψ tel que F ­“ t0u, alors il existe k P J0, n´1K

tel que F “ RkrXs.
On pourra considérer un polynôme de degré maximal dans F .

6. Soit f un endomorphisme nilpotent d’ordre n. C’est-à-dire que l’on suppose que fn “ 0L pEq et fn´1 ‰ 0L pEq.
a. Soit x P E tel que fn´1pxq ‰ 0. Montrer que B “

`

x, fpxq, . . . , fn´1pxq
˘

est une base de E.
b. Déterminer la matrice de f dans la base B. En déduire qu’il existe une base B1 “ pe1

0, . . . , e
1
n´1q de E telle

que

MatB1 pfq “

»

—

—

—

—

—

—

–

0 1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 0 2
. . .

...
...

. . . . . . . . . 0
...

. . . 0 n ´ 1
0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

c. On considère l’application linéaire Φ : E Ñ Rn´1rXs définie par : @i P J0, n´ 1K, Φpe1
iq “ Xi. Justifier que

Φ est un isomorphisme, et montrer que
Φ ˝ f “ ψ ˝ Φ.

d. Déduire de la question précédente et de la question 5 tous les sous-espaces stables par f .
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