MP — Lycée Montesquieu 2026-2027

DM 2

Dans ce probleme, K désigne R ou C. On considere F un K-espace vectoriel de dimension n et f un endomorphisme
de E. On souhaite étudier les sous-espaces stables de f.

Partie | — Endomorphisme diagonalisable
Dans cette partie on suppose que f est diagonalisable. On désigne par k le cardinal du spectre de f et on note Ay, ..., A
ses valeurs propres distinctes ainsi que E1, ..., Ex les sous-espaces propres associés.

1. Que dire de f si k =17 En déduire les sous-espaces vectoriels de E stables par f.
On suppose par la suite que k > 2.
2. Soient FY,..., F} des sous-espaces vectoriels respectifs de F1, ..., Ef.
a. Justifier que les sous-espaces vectoriels Fi, ..., Fj sont en somme directe.
b. Montrer que F' = @i;l F; est un sous-espace vectoriel stable par f.

3. On s’intéresse a la réciproque. On considere un sous-espace vectoriel F' stable par f, et on cherche a montrer que

k
F:@Fz, ou V’LE[[].,]C]], F,=FnE,.
i=1

a. Donner un exemple de trois espaces vectoriels A, B et C de E tels que A@B = E et (AnC)®(BnC) # C.
On pourra se placer dans le cas o1 E = K2.

b. Justifier que pour tout x € F, il existe (z1,...,25) € E1 X -+ x E tel que © = x1 + ... + xp.
¢. Montrer le résultat dans le cas ou k = 2.
d. Montrer le cas général.

4. En déduire que ’endomorphisme fg induit par f sur F' est diagonalisable.
Partie Il — Endomorphisme nilpotent

5. On suppose dans cette question que F = R,,_1[X] et on note 3 'endomorphisme de dérivation ¢ : P — P’.
a. Ecrire la matrice de 1 dans la base canonique de R,,_;[X].
b. Montrer que pour tout k < n — 1, le sous-espace vectoriel Ri[X] est stable par 1.
¢. Montrer réciproquement que si F' est un sous-espace stable par ¥ tel que F' = {0}, alors il existe k € [0,n—1]
tel que F = Ry[X].
On pourra considérer un polynome de degré maximal dans F.
6. Soit f un endomorphisme nilpotent d’ordre n. C’est-a-dire que I'on suppose que f" =04 g) et ot 02 (E)-
a. Soit z € E tel que f"~!(z) # 0. Montrer que & = (z, f(z),..., f""*(x)) est une base de E.

b. Déterminer la matrice de f dans la base . En déduire qu’il existe une base &' = (eg,...,e},_;) de E telle
que
0 1 0o .- 0
0 0 2 . :
Matg (f) = | @ -~ . " 0
: w0 n-1
0 -« - 0 0

c. On consideére lapplication linéaire ® : E — R,,_1[X] définie par : Vi € [0,n — 1], ®(e}) = X*. Justifier que
® est un isomorphisme, et montrer que
Qo f=1od.

d. Déduire de la question précédente et de la question 5 tous les sous-espaces stables par f.
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1. Si on suppose que k = 1 on a que E est un espace propre associé a une valeur propre A pour f. De ce fait, f est
I’homothétie de rapport A\. On en déduit que tous les sous-espaces vectoriels de E sont stables par f.

2. a. On se donne des sous-espaces vectoriels Fi, ..., Fj tels que pour tout ¢ € [1;p], F; < E;. Montrons qu’ils sont
en somme directe.
Soit (u1,...,uk) € F1 x --- x F} tels que u1 + -+ + ur = 0. Comme pour chaque i,u; € E; et que les espaces

propres F; sont en somme directe, on en déduit que pour tout i, u; = 0. Cela signifie que les espaces vectoriels
F; sont en somme directe.

b. On pose F = (—szl F;. Soit z = Zle z; un élément de F' (ou pour tout ¢,z; € F; ). Comme F; C E; on a

fz) =

-

k k
f(ZEZ) = Z )\il'»; € @Fz = F.
i=1 =1

i=1

On a bien montré que F' était stable par f.
3. On considére un sous-espace vectoriel F' stable par f.

a. Dans l'espace E = K2, on pose A = Vect (u1),B = Vect (u2) et C = Vect (u3) ott ug = (1,0), uz = (0,1)
et ug = (1,1). On a alors A et B qui sont en somme directe et A @ B = E pour des raisons de dimension.
Cependant, A n C = B n C = {0} et donc

{0}=(AnC)®(BnC)#E.

b. Soit x un élément de F'. Comme f est diagonalisable, £ = @le FE;. De ce fait, on peut décomposer z = Zle aBs
ol pour tout i € [1,k], z; € E;.

c. Soit ¢ € F, on sait alors que = s’écrit © = x1 + z2, ou x1 € E1 et x3 € E3. Comme F est stable par f, on en
déduit que F est stable par f — A2 Idg. Or

(f = A2Idp)(z) = (M1 — A2)m1

car (f — A2Idg)(xz2) = Og. On en déduit que (A1 — A2)z1 € F, puis z1 € F car A1 — A2 = 0. Par conséquent,
x2 € F également, ce qui monte que x € F1 + F5. On a donc bien F' c Fy + F». L’autre inclusion est claire.

Comme F; ¢ E; et Fy < E», la somme est par ailleurs directe. Finalement, F = Fy @ F5.

d. On proceéde comme dans la question précédente. Soit « € F'. On sait que z s’écrit € = 21 + ...+ xx, ou z; € E;
pour tout ¢ € [1, k]. Comme F' est stable par f, on en déduit que F est stable par f—\; Idg pour tout ¢ € [1, k],
donc par (f — A2Idg)o...o(f — A Idg). Or,

(f — )\2 IdE) ©o000 (f — )\k IdE)(l') = lf[z()q —)\i)acl

En effet, pour tout i € [2,k], (f — A2Idg) o...o (f — Ax Idg)(x;) = Og puisque (f — X\; Idg)(z:) = 0.
k
Comme [[(A1 — X)) =0, on a 1 € F. En répétant 'opération, on obtient successivement z2 € F, ..., zx € F.
i=2

Par conséquent, x =x1 + ... +xx € FA + ...+ Fy,donc F = F1 + ... + Fy.

Pour finir, comme F; c E; pour tout i € [1, k], la somme Fi + ...+ Fj est directe.

4. On vient de voir que F = @F_, F;. Maintenant, par définition, F; est 'espace propre (éventuellement réduit a {0})
de fr associé a la valeur propre \; donc fr est diagonalisable.

5. On suppose dans cette question que E = R,,_1[X] et que % est ’endomorphisme de dérivation 1 : P +— P’.

a. La matrice de ¢ dans la base canonique de R,,—1[X] est donnée par

0 1 0o --- 0
0 0 2

0

: w0 n-1

0 .- .. 0 0

b. Soit k un entier inférieur & n — 1. Soit P € Rx—_1[X], on a ¢(P) = P’ et deg (P') < deg(P) < k— 1. On a bien
Y(P) € Ri_1[X]. Le sous-espace vectoriel Ri_1[X] est stable par .
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c¢. Soit F' un sous-espace vectoriel stable par ¢. On suppose que F' # {0}. De ce fait ’ensemble {deg(P), P € F'}
est une partie de N majorée par n — 1. On en déduit qu’elle admet un plus grand élément que nous noterons
k. On a donc F < Ri[X].

Soit P un polynéme de F' de degré k.Comme F est stable par ¢, on a ¢*(P) = P9 e pour tout ¢ € N.
Comme F est un sous-espace vectoriel, Vect(P, P, ..., P(k)) c F. Par ailleurs, la famille (P, P, ..., P<k)) est
une famille de Rx[X] de polyndomes non nuls, échelonnée en degré. Comme elle est de bon cardinal, c’est une
base de Rix[X]. Finalement, Ry[X] = Vect(P, P’, ..., P%®) c F, donc F = Ri[X].

6. Soit f un endomorphisme nilpotent d’ordre n. C’est-a-dire que I’on suppose que f" = 0 (g) et ot 02 (E).

a. Soit z € E tel que f" '(z) # 0. Montrer que est une base de E. La famille (z, f(z),..., f* "(z)) ayant n
vecteurs et E étant de dimension n, il suffit de montrer qu’elle est libre pour montrer que c’est une base.
Supposons par 'absurde qu’elle ne soit pas libre, il existe alors une relation de dépendance linéaire non triviale
entre les vecteurs de la famille : """ X f*(z) = 0. La famille (o, ..., A\n—1) n’étant pas nulle on note p le plus
élément de [0;n — 1] tel que Ay # 0. En appliquant f"~'~P on obtient

n—1 n—1
0=f"""" (Z Aifi(w)> = 2 AT @) = M (@)

On en déduit que A\ = 0 ce qui est contraire & I’hypothese.
b. Par définition de la base %,

0 0 0 0
1 0 0
Matz(f) = o 1 . .0
: -0 0
o --- 0 1 0
On pose €} = il f*~*(z) pour i € [0,n — 1]. La famille ' = (ef, ..., e;,_1) est une base de E car c’est la méme

famille que celle de la question précédente a 'ordre et & des facteurs multiplicatifs non nuls pres. ‘
On remarque alors que f (ef) = f™(x) = 0 et que pouri € [1,n—1], f (&;) =i'f (f"*(z)) = A= = el
On en déduit que

0 1 o .- 0
0 O 2

Mate(f)=| : -~ - "~ o
: w0 n-—1
0 -+ --- 0 0

c. L’application linéaire ® transforme la base %’ en la base canonique de R,,—1[X], c’est donc un isomorphisme.
Par ailleurs, pour tout i € [1,n], on a ®(f(e}) = ®(ie;_,) = i X, et w(P(e}) = »(X) = iX""'. Comme
de plus ®(f(ep)) = 0 = ¥(P(ep), les applications linéaires ® o f et m o ® coincident sur la base %', donc sont
égales.

d. On remarque d’apres la question précédente que si F' est un sous-espace vectoriel de F, alors F' est stable par
f si et seulement si ®(F) est stable par 1.

Or nous avons vu que les seuls sous-espaces vectoriels de R,,—1[X] par 1 sont les sous-espaces vectoriels de
la forme Ry[X] et 'espace nul. Ainsi, les seuls sous-espaces vectoriels stables par f sont ’espace nul et les
&' (Rx[X]). Autrement, dit, tous les espaces de la forme

F), = Vect (uo, ..., uk) .
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