MP — Lycée Montesquieu 2026-2027

DM 1

Les parties I, IT et III sont, dans une large mesure, indépendantes.

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel non nul.

Partie |

On pose A = (X +1)*" — 1 e R[X].

1. Montrer que :
iBeR[X], A= XB.

On précisera le degré de B, ainsi que son coefficient dominant et son coefficient constant, qu’on notera by.

2. Déterminer les racines de A dans C. On posera zg = 0, et les autres racines z1, 29, . .., 22,1 seront écrites sous
forme trigonométrique.

= km
(0] se P, = | | sin [ — .
n pose sin (2n)

k=1
3. Montrer que :

2n—1 kT
P, = in(— |.
= ] 51n<2n)

k=n+1
2n—1
En déduire que si Q,, = [] sin (]2%)’ alors P, = 4/Q».-
k=1
2n—1
4. En calculant de deux maniéres le produit [] zx, en déduire les valeurs de @, puis de P,.
k=1

5. On pose F' = & € R(X). Déterminer la décomposition en éléments simples de F' dans C(X).

Partie Il

On travaille dans un C-espace vectoriel F différent de ’espace nul. On note £ (FE) I'ensemble des endomorphismes de
E, 1dg T'application identité de E, et 04 g) 'endomorphisme nul de E. On rappelle que, par convention, f° =1Idg
pour tout f € Z(F).
On étudie, sur quelques cas particuliers, ’équation :
(f +1dp)*" —Idp = Og(m),

d’inconnue f € Z(E).
Rappel : on appelle homothétie vectorielle de E tout endomorphisme h de E de la forme h: x — Az, ou A € C.

6. Déterminer les homothéties vectorielles solutions de I’équation.

7. Déterminer les valeurs des sommes :

n n—1
2n 2n
S = t T = .
2, (2k> ¢ ];o (2k + 1)
8. Si s est un symétrie vectorielle de E, exprimer (s + Idg)*" — Idg en fonction de s et de Idp.

En déduire les symétries de E qui sont solutions de 1’équation proposée.
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Partie 111

On travaille dans .#3(C). On note I la matrice identité et 0 la matrice nulle de cet espace vectoriel. On pose :

a b b
G = {Ma,b € %3((:), a, be (C} y ou Ma,b =|b a b
b b a

9. Montrer que G est un sous-espace vectoriel de .#3(C) dont on précisera la dimension et une base. Vérifier que
G est stable pour le produit matriciel.

On cherche a résoudre 1’équation matricielle :

(M4+1)* —-1=0 (*)
d’inconnue M € G. On note E le C-espace vectoriel C? et % = (eq, e, e3) la base canonique de E.

Soit M = M, ; un élément de E tel que (a,b) € C x C* et u 'endomorphisme de E canoniquement associé & la matrice
M.

10. Déterminer une base (e1) de By = Ker (u — (a + 2b) Idg).

11. Déterminer une base (e2,¢3) de Ey = Ker (u — (a — b) Idg).

12. Montrer que (g1, €2, 3) est une base de E. On la note ¢ dans la suite.
13. Déterminer la matrice D de u dans la base €.

14. On note P la matrice de passage de la base Z a la base €.
Expliciter la matrice P et calculer P~! en précisant la méthode adoptée et en détaillant les calculs.

15. Exprimer M en fonction de P, D et P71,
16. Montrer que M est solution de () si et seulement si D est solution de ().
17. Déterminer toutes les matrices D solutions de (*).

18. Conclure quant & ’ensemble des solutions de (x) dans G.

s N

Partie |

1. D’apres la formule du binéme de Newton, on a :

A= 2 2n Xk 1— 2n XO ar 2n Xk 1
=2 |5 )X - o)t T k)T

k=0

Il
Ty
~/

)
N]
~
e
El

Ainsi :
en posant

& (on 2n 2n 2n
B— kol X2l X2 RIX
kz_:l(k> (2n> Tt 1 ) R
on a bien A = XB; de plus, comme @Z) =1 # 0, le degré de B vaut 2n — 1, son coefficient dominant est égal a 1
et on a bp = 2n
2. Soit ze C. On a :
Az)=0 & 241 =1 & 2+1€Uy,
o Jke[0,2n—1],z+1=e 2
sk
< Jke0,2n—1],z=¢"» —1

Pour tout k € [0,2n — 1], on a en posant zx = e —1 (remarquons que zo =0 ) :

jhr ( km _ikz Yo km
ZE = el 2; (el 2; —e 7’2;;) = 22‘67’22 sin (27)
n

. km j (ktn)m
=2sin( — | &' 2n
2n
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. s . .
car ¢ = e'2. Ainsi :

les racines de A sont zo = 0 et les nombres complexes z1, ..., z2n—1 définis (sous forme trigonométrique) :
km j (Etn)m
Vke[l,2n—1], 2z =2sin <2—) e’ 2n
n

3. On utilise le changement d’indice ¢ = 2n — k et on obtient :

2n—1 2n—1
B . (@Cn—=O)m\ . A
P, = H sin <72n = H sin | o

L=n+1

On a donc bien :

En utilisant la relation de Chasles pour les produits, on a :

n—1 k’ﬂ' 2n—1 kﬂ'
Qn = (H sin (2n)> ( H sin (271)) = p?
k=1 k=n+1
d’apreés ce qui précede. On en déduit que @, = 0 (le carré d’un nombre réel étant positif ou nul) puis que | P,| = /Qn-
Or :

. [k km
= — > < — <
Vk e [1,n — 1], s1n(2n> >0 (carO\ 2n\71')
donc P, > 0. Finalement, |P,| = P, et donc :

Pn: \/Qn

4. Le polynéme B est unitaire, de degré 2n — 1 et ses racines complexes (deux & deux distinctes) sont z1,...,2z2n—1
donc on dispose de la factorisation de B dans C[X] suivante :

2n—1

B=J] (X-2)

k=1

— On sait que le coefficient constant by de B vaut 2n . On développant le produit ci-dessus, on a également :

2n—1 2n—1 2n—1
bo = H (—Zk) = (—1)2n71 H 2k = — H Zk
k=1 k=1 k=1
Par conséquent :
2n—1
H Zr = —2n (1)
k=1
— Par ailleurs, par définition des nombres complexes z1, ..., z2n—1, On a :
2n—1 2n—1
k j (ktm)m
H = H [QSin(z—ﬂ)e 2n ]
k=1 k=1 n
2n—1 2n—1
_ (k+n)m . [ km
=2"""lexp ( Z z(> H sin (—)
= 2n B 2n
Or:
2n—1
k 1 (2n(2n—1
3 getmr L (2m@n=l) L on 1)) in = (20— )i
2n 2n 2
k=1
Ainsi :
2n—1 )
1_[ 2 = 22n716(2n71)17rQn _ 7227171@” (2)
k=1

Les égalités (1) et (2) fournissent les valeurs de @, et P, :

n P, \/n

@n =55, o
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5. Le degré de la fraction rationnelle A est égal & —2n < 0 donc la partie entieére de F' est nulle. Les poles de F' sont tous
simples donc, d’apres le théoréme de décomposition en éléments simples dans C(X), il existe des nombres complexes

A0y ALy -+ -5 A2n—1 tels que :
2n—1
_ )
o X~k

On sait de plus que :

1 1
Vk e [0,2n— 1], Ax = A (or) = o 1)2n_1
. zr +1
T 2n(A(z) + 1)
2+ 1

=— (car A (zx) = 0)

Ainsi, la décomposition en éléments simples de F' dans C[X] est :

1 2n—
"5

Partie Il

6. Soit A € C. On consideére 'application :

hy : { g — & c’est-a-dire  hy = A\1dg.

T — AT

On résout : ) )
(hA + IdE) " _Idg = 03(15) = ()\ + 1) "dg — Idg = Og(E)

< (()\ + 1)2n = 1) Idg = Og(E)
s A+1)—1=0.
Justifions cette derniére équivalence en raisonnant par double implication.

— Supposons que (()\ + 1) — 1) Idg = 0. (g). Comme E est différent de 'espace nul, il existe un vecteur = de
F différent du vecteur nul. En évaluant en = dans 1’égalité précédente, on obtient :

(A + 1> — 1)Idg(z) = 0p(py(z) Cest-a-dire  ((A+ 1)> — 1)z =0g,

en notant Og le vecteur nul de E. Or z # 0g donc (A + 1)2" —1=0.
— L’implication réciproque est évidente.
Finalement, les homothéties vectorielles hy solutions de 1’équation sont celles pour lesquelles le rapport A est racine

du polynoéme A, c’est-a-dire telles que
A€ {z, ke[0,2n —1]}.

7. D’apres la formule du binéme de Newton, on a :

22" = (1+1)° i( ) 3)

et (puisque 2n > 0 pour la premiére égalité ci-dessous) :

0=(1-1)7 Z:] ( ) (4)
92 — i (?) (1+ (—1)’“)

2 i k est pai
Vk e [0,2n], 1+ (=1)* = { B
0 sinon .

z 2n z 2n 2n—1
=2 Z donc Z ( > =2
p=0 (2]3) p=0 2p

En sommant les égalités, on obtient :

Il reste donc dans la derniére somme :

2n m
2277. _ 2
D) ( ! )
k=0
k pair
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5 @) 5 G2

Comme :

k pair k impair
on en déduit que :
= 2n m 2n m
_ — 22n _ — 2271 _ 22n—1 — 22n—1
k impair k pair

Finalement :

3 =S

8. Soit s € .Z(F) une symétrie vectorielle de E. Comme s et Idg commutent dans Z(E), on a d’apres la formule du

binéme de Newton : ,
(s +1dp)”" = <2£> oIdy*

2 (2n —! 2n
. 2k 2k+1
_Z<2k>8 +Z <2k+1)5

Or s est une symétrie vectorielle donc s> = Idg. On en déduit que :

Vk e N, 2k = (SQ)k =Idg et s*t'=s*cs=3

o () e (52

La question précédente permet de conclure que :

Ainsi :

(s +1dp)”" —Idp = (2" — 1) 1dp + 2> 's
On en déduit que :
(s +1dg)*" —1dg = 0g@m) < (277! —1)1dp + 27" 's = 0z x)
o 5= (2172" = 1) Idg (car 9n-1 0)
L’application s = (2172” — 1) Idg n’est pas involutive car :
s2= (212" — 1)’ 1dp # Ide

puisque (21*2" — 1)2 # 1. Ainsi, il n’existe pas de symétrie vectorielle de E solution de I’équation proposée.
Partie Il

9. Tout d’abord, il est clair que G < .#5(C). Soit M € .#3(C). On a :

MeG < Ja,be C,M = Mg,

1 0 0 01 1
< Ja,beC,M=a| 0 1 0 |+b[ 1 0 1
00 1 110

< M =al +bJ

0 1 1
ouJ = 1 0 1 |. Par conséquent :
1 1 0

= {aI +bJ, a,be C} = Vect(I, J)

Ainsi :
G est un sous-espace vectoriel de .#5(C) ; une base de cet espace est la famille (I, J) (cette famille est génératrice
de G car G = Vect(I, J) et elle est libre car constituée de deux vecteurs non colinéaires) donc dim(G) = 2.
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10. Soit (z,y,2) € E. Comme M est la matrice de u dans la base canonique de F, on a :

(z,y,2) € 1 < (u— (a+2b) IdE) z,y,2)) = (0,0,0)
0
< (M — (a+2b)1 =10
0

—2b b 4B 0

< b —2b b y |=10

b b —2b z 0
—2r+y+2=0 =0

@( r—2y+2=0 —2y+22=0 (carb  0)

< (:I:7 y7 z) = (‘r7 $7 x)7
la résolution du systéme étant immédiate (en utilisant 1’algorithme du pivot de Gauss). On en déduit que :
E, ={z(1,1,1), z € C} = Vect((1,1,1))

Posons €1 = (1,1, 1). La famille (e1) est génératrice de E1 d’aprés I’égalité précédente et elle est libre car constituée
d’un unique vecteur non nul. Par conséquent, (¢1) est une base de E;. Finalement :

une base de F est (e1) ouer = (1,1,1).

11. Soit (z,y,z) € E. On a :

T 0
(z,y,2)€E; & (M—(a—b))| vy |=| 0
z 0
b b b T 0
= b b b y |=10
b b b z 0

< x+y+2=0 (carb#0)

< (x,y,z) = (—y—z,y,Z)

Ainsi :
E2 = {y(_L 11 O) + Z(_la 07 1)7 Y,z € R} = VeCt((_1> 17 0)7 (_1a 07 1))

Posons e2 = (—1,1,0) et e3 = (—1,0, 1). La derniére égalité obtenue prouve que la (2, £3) est une famille génératrice
de FEs. Cette famille est de plus libre puisqu’elle est constituée de deux vecteurs non colinéaires. Par conséquen,
(e2,€3) est une base de Es.
Finalement, une base de F» est (¢2,€3) ol g2 = (—1,1,0) et e5 = (—1,0,1).

12. La famille € = (e1,€2,£3) est une famille de trois vecteurs de l’espace vectoriel E qui est de dimension 3. Pour
montrer que € est une base de F, il suffit donc de montrer que % est une famille libre. Pour tous o, 5,7 € R, on a :

aer + fe2 +ve3 = (0,0,0) < (a—B—v,a+ B,a+7v) = (0,0,0)

a—pF—7=0

= a+pB—v=0
a—v=0
7=«
< B =—-«

at+ta—a=0

< a=0F=v=0.
La famille ¥ est donc libre. Finalement :
la famille ¥ = (e1,€2,€3) est une base de E
13. Par définition de €1, on a :
(u—(a+2b)1dg) (e1) = (0,0,0) clest-a-dire wu(e1) — (a + 2b)e; = (0,0,0),
soit encore u (1) = (a + 2b)e;. De la méme maniére, on a :

u(e2) = (@a—Dblez et wu(es) = (a—b)es.
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Ainsi, la matrice D de u dans la base & est :

a+2b 0 0
D= 0 a—>b 0
0 0 a—b
14. On sait que & = (e1, e2, e3) est la base canonique de E donc :
er1 =(1,0,0), e2=(0,1,0) et es=(0,0,1).

15.

16.

Ainsi :

e1=(1,1,1)=e1 +extes, e2=(-1,1,00=—e1+e2 et e3=(-1,0,1)=—e1 +es3.

Par conséquent :

1 -1 -1
P = 1 1 0
1 0 1

On sait que P! est la matrice des coordonnées des vecteurs e1, ez et ez exprimés dans la base € = (e1,£2,€3). On
remarque que :

€1 —e2 —e3 =3e; donc 61:§(€1—€2—€3).
Ensuite :
6*e+€*16+26+16 et 6*6+€*16+16+26
2 1 2= 361t 382+ 38 3 1 3=3e1t 32+ 38
Finalement :
1 1 1
3 3 3
=1 _ 1 2 2
Po=1 -5 35 3
1 1 1
3 3 3

D’apres les formules de changement de base, on a 1’égalité :
M = PDP™".

On a: )
(M+I)"-1=0 < (PDP'+1)" =1

En remarquant que I = PIP~ !, et en utilisant la bilinéarité du produit matriciel, on peut écrire que :
PDP™' +I=P(D+1)P"!
Une récurrence immédiate fournit :
VkeN, (P(D+DPY)*=PD+ 1P
Par conséquent :
(M+I)*™-1=0 < PD+D"P'=1 « P'P(D+I1)*P 'P=P'IP

s D+ =1
s (D+D)"—1=0.

Ainsi, M est solution de (*) si et seulement si D est solution de (*).

17. La matrice :
a+2b+1 0 0
D+1= 0 a—b+1 0
0 0 a—b+1
est diagonale donc :
(a+2b+1)>" 0 0
(D+1)* = 0 (a—b+1)%" 0
0 0 (a—b+1)%"
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existe k, £ € [0,2n — 1] tels que k # £ et :
@ = zp+22y -1
3
b= Zkgze
Sib=0,alors M = M, o =al et :
M+D*-1=0< (a+1)*"-1)I=0
e (a+1)>" =1 (carl #0)

< 3ke[0,2n—1],a+ 1 = 2
< Jke[0,2n—1],a =z, — 1.

Les valeurs de a et b sont ici celles de (¢) pour £ = k. Finalement, ’'ensemble des solutions de (*) est

1,

{Mzwze_ oz, k00,20 — 1]]}.
3 3

Ainsi :
(a+2b+1)%" 0 0 1 0 0
D+ -1=0 = 0 (a—b+1)*" 0 =10 10
0 0 (a—b+1)*" 0 0 1
o (a+20+1)" =1let (a—b+1)*" =1
a+2b+1=z
< 3k, L€ ]0,2n —1], { a—b+1=z
a = 2 +2zp -1
< 3k, Le[0,2n — 1], { 3
b= stzl
a = zp+2zp -1
< 3k, 0e[0,2n—1], k#{ et ) o,
= Za—2
car b est supposé différent de 0.
a+2b 0 0
Ainsi, les matrices D = 0 a—2> 0 solutions de (), ou a € C et b € C* sont celles pour lesquelles :
0 0 a—b
@ = ZEp+2zp _ 1
Ik, Le[0,2n —1], k # £ et Zk_BZZ
18. Soit (a,b) € C x C*. D’apres les questions 16. et 17., la matrice M = M, est solution de (x) si et seulement s’il

(©)
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