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Chapitre 7

Suites et séries de fonctions

Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle de R, et K désigne R ou C. Nous nous intéressons ici à différentes notions
de convergence de suites de fonctions de I dans K, voire de fonctions d’un espace vectoriel normé de dimension finie
dans un autre.

Comme on l’a remarqué dans le chapitre Espaces vectoriels normés, il peut y avoir plusieurs notions de conver-
gence pour une suite dans un espace vectoriel normé, selon la norme dont on le munit. On peut même définir des
notions de convergence qui ne sont pas associées à une norme.

I Suites de fonctions
1. Convergence simple, convergence uniforme

La première notion de convergence que nous présentons ci-dessous est la convergence simple, dite aussi ponctuelle : il
s’agit de la convergence “point par point” d’une suite de fonctions.

Soit pfnq une suite de fonctions de I dans K, et f une fonction de I dans K. On dit que pfnq converge simplement,
ou ponctuellement, vers f si

@x P I, fnpxq ÝÑ
nÑ`8

fpxq.

Autrement dit, @x P I, @ε ą 0, DN P N, @n ě N, |fnpxq ´ fpxq| ă ε. On note alors fn
cvs

ÝÑ
nÑ`8

f .

Définition - Convergence simple

Exemple. Pour tout n P N, on considère la fonction fn : x ÞÑ xn définie sur r0, 1s.
Pour tout x P r0, 1s, on a

fnpxq “ xn ÝÑ
nÑ`8

"

0 si x P r0, 1r,
1 si x “ 1

Ainsi, fn
cvs

ÝÑ
nÑ`8

f , où f : x ÞÑ

"

0 si x P r0, 1r,
1 si x “ 1

Cf 1

Remarque. On note que dans l’exemple ci-dessus, les fonctions fn sont toutes continues sur r0, 1s, mais la limite f ne
l’est pas.

Notation. On rappelle que si f est bornée sur I, on note

}f}8 “ sup
xPI

|fpxq|

ce que l’on note parfois aussi }f}8,I lorsqu’on veut préciser I.
L’application } ¨ }8 ne définit pas à proprement parler une norme sur F pI,Kq, car elle n’est pas définie pour f si
f n’est pas bornée. On peut toutefois l’utiliser pour définir la notion de convergence uniforme qui coïncide pour les
fonctions bornées avec la convergence pour la norme } ¨ }8.

Soit pfnq une suite de fonctions de I dans K, et f P F pI,Kq. On dit que pfnq converge uniformément vers f si
fn ´ f est bornée à partir d’un certain rang, et

}fn ´ f}8 ÝÑ
nÑ`8

0.

Définition - Convergence uniforme
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Autrement dit 1, @ε ą 0, DN P N, @n ě N, @x P I, |fnpxq ´ fpxq| ă ε. On note alors fn
cvu
ÝÑ

nÑ`8
f .

Remarques.

– On notera la différence de l’écriture quantifiée des deux définitions : dépend de x

ne dépend pas de x

Convergence simple : @x P I
loomoon

, @ε ą 0, DN P N, @n ě N, |fnpxq ´ fpxq| ă ε

Convergence uniforme : @ε ą 0, DN P N, @n ě N, @x P I
loomoon

, |fnpxq ´ fpxq| ă ε

– Géométriquement, la convergence uniforme de pfnq vers f signifie que tout “tube” autour de la courbe de f
contient entièrement les courbes des fonctions fn à partir d’un certain rang.

Cf

ε

Cfn

– On peut définir } ¨ }8 sur F pI,Kq, à condition que l’application soit à valeurs dans R`. Avec ce choix, la
convergence uniforme de pfnq vers f s’écrit simplement : }fn ´ f}8 ÝÑ

nÑ`8
0.

– sur l’espace vectoriel FbpI,Kq des fonctions bornées sur I, la convergence uniforme n’est autre que la convergence
de la suite pfnq vers f pour la norme } ¨ }8.

Si pfnq est une suite de fonctions de I dans K converge uniformément vers une fonction f P F pI,Kq sur I, alors
pfnq converge simplement vers f sur I.

Théorème - Convergence uniforme et convergence simple

Démonstration. Pour tout x P I, on a |fnpxq´fpxq| ď }fn ´ f}8 ÝÑ
nÑ`8

0, donc pfnq converge simplement vers f .

Remarque. On retiendra donc que si une suite de fonctions pfnq converge simplement vers une fonction f , alors on
ne peut avoir convergence uniforme de la suite pfnq que vers la fonction f .

Soient pfnq une suite de fonctions de I dans K et f P F pI,Kq. S’il existe une suite réelle punq telle que un ÝÑ
nÑ`8

0
et

@x P I, |fnpxq ´ fpxq| ď un,

alors pfnq converge uniformément vers f sur I.

Théorème

Démonstration. Par passage au sup, on a 0 ď }fn ´ f}8 ď un ÝÑ
nÑ`8

0, ce qui conclut par encadrement.

La suite punq dans l’expression ci-dessus doit donc être indépendante de x !

Pour étudier la convergence uniforme d’une suite de fonctions pfnq, on commence par étudier la convergence
simple. Si on a convergence simple vers une fonction f , on peut :

Montrer la convergence uniforme

1. En effet, }fn ´ f}8 ă ε ô @x P I, |fnpxq ´ fpxq| ă ε.
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– déterminer explicitement }fn ´ f}8 pour tout n P N (par exemple par étude de fonction), puis montrer
que }fn ´ f}8 ÝÑ

nÑ`8
0,

– chercher à majorer la suite p}fn ´ f}q8q par une suite qui tend vers 0, et conclure par encadrement.

Exemple. Considérons la suite de fonctions pfnq donnée par : pour tout n P N, fn : x ÞÑ e´px`nq. Étudions la
convergence uniforme de pfnq sur R`.

– Pour tout x P R`, on a e´px`nq “ e´xe´n ÝÑ
nÑ`8

0. Ainsi, fn
cvs

ÝÑ
nÑ`8

f sur R`, où f est la fonction nulle.

– On a pour tout n P N,
@x P R`, |fnpxq ´ fpxq| “ e´xe´n ď e´n,

donc }fn ´ f}8 ď e´n ÝÑ
nÑ`8

0, ce qui entraîne que fn
cvu
ÝÑ

nÑ`8
f sur R`.

Pour montrer qu’une suite pfnq ne converge par uniformément vers une fonction f , on commence par examiner
la convergence simple : s’il n’y a pas convergence simple, il n’y a pas convergence uniforme. Ensuite, on cherche
à montrer que }fn ´ f}8 {ÝÑ

nÑ`8

0 :

– soit on déterminer }fn ´ f}8, par exemple par étude de fonction,
– soit on cherche une suite pxnq de I telle que |fnpxnq ´ fpxnq| {ÝÑ

nÑ`8

0.

On conclut alors par contraposée dans le deuxième point car :

si fn
cvu
ÝÑ

nÑ`8
f , alors pour toute suite pxnq de I, |fnpxnq ´ fpxnq| ď }fn ´ f}8 ÝÑ

nÑ`8
0.

Montrer qu’il n’y a pas convergence uniforme

Exemples.

1. Si pour tout n P N, fn : x ÞÑ e´px`nq2 , alors il y a convergence simple vers la fonction nulle f sur R, comme
ci-dessus, mais il n’y a pas convergence uniforme :

@n P N, |fnp´nq ´ fp´nq| “ 1, donc }fn ´ f}8 {ÝÑ
nÑ`8

`8.

2. Si pour tout n P N, fn : x ÞÑ xn, nous avons vu que pfnq converge simplement sur r0, 1s vers f :

"

0 si x P r0, 1r,
1 si x “ 1

Or, si on pose xn “ 1 ´ 1
n pour tout n P N‹,

|fnpxnq ´ fpxnq| “
`

1 ´ 1
n

˘n
“ en lnp1´ 1

n q ÝÑ
nÑ`8

e´1.

Ainsi, pour tout n P N‹, }fn ´ f}8 ě |fnpxnq ´ fpxnq| ÝÑ
nÑ`8

e´1, ce qui entraîne que }fn ´ f}8 {ÝÑ
nÑ`8

0.

Nous allons voir ci-dessous un moyen plus direct de voir ce résultat.

3. Pour tout n P N‹, on pose fn : x ÞÑ cos x
n .

– Pour tout x P R, par continuité de la fonction cos, on a cos x
n ÝÑ

nÑ`8
1. Ainsi, fn

cvs
ÝÑ

nÑ`8
h, où f est la fonction

constante égale à 1.
– En revanche, pfnq ne converge pas uniformément :

pour tout n P N, |fnpnπq ´ fpnπq| “ 2, donc }fn ´ f}8 ě 2, et }fn ´ f}8 {ÝÑ
nÑ`8

0.

Soit pfnq une suite de fonctions de I dans K convergeant uniformément vers une fonction f . Si, pour tout n P N,
fn est continue en a P I, alors f est continue en a.
En particulier, si les fonctions fn sont toutes continues sur I, alors f est continue sur I.

Théorème - Convergence uniforme et continuité
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Démonstration. Soit ε ą 0. Par hypothèse, il existe n P N tel que }fn ´ f}8 ă ε
3 . Ensuite, par continuité de fn en a,

il existe η ą 0 tel que pour tout x P I, |x ´ a| ă η ñ |fnpxq ´ fnpaq| ă ε
3 . Ainsi, si x P I est tel que |x ´ a| ă η, alors

on a
|fpxq ´ fpaq| ď |fpxq ´ fnpxq|

looooooomooooooon

ď}fn´f}8

` |fnpxq ´ fnpaq| ` |fnpaq ´ fpaq|
looooooomooooooon

ď}fn´f}8

ă ε.

Ainsi, on a montré : @ε ą 0, Dη ą 0, @x P I, |x´ a| ă η ñ |fpxq ´ fpaq| ă ε, c’est-à-dire que f est continue en a.

Remarque. La contraposée du résultat ci-dessus exprime que, dans le cas où les fonctions fn sont continues sur I, si
f n’est pas continue sur I, alors pfnq ne converge pas uniformément vers f .

Exemple. On retrouve le résultat rencontré dans l’exemple précédent : si pour tout n P N, fn : x ÞÑ xn, alors la suite
pfnq converge simplement vers la fonction f introduite plus haut, qui est discontinue en 0. Comme les fonctions fn
sont continues sur r0, 1s, on ne peut pas avoir convergence uniforme de pfnq sur r0, 1s.

Comme la continuité est une notion locale, il n’est pas nécessaire d’avoir la convergence uniforme sur tout I pour
pouvoir conclure à la continuité de la limite uniforme. On retiendra que la convergence uniforme sur tout segment est
suffisante.

Si pfnq est une suite de fonctions continues sur I à valeurs dans K qui converge uniformément vers une fonction
f sur tout segment de I, alors f est continue sur I.

Corollaire - Convergence uniforme sur tout segment et continuité

Démonstration. Pour a P I, il suffit de considérer un segment rα, βs de I non réduit à un point qui contient a dans son
intérieur, ou comme extrémité si a est une extrémité de I. Comme il y a convergence uniforme sur rα, βs, la fonction
f est continue sur rα, βs, donc en a.

Remarque. Dans la pratique, on ne vérifie pas tout le temps la convergence uniforme sur tout segment, mais sur des
intervalles adaptés à la situation : r´a, as pour a P R`, r0, bs pour b P R`, etc.

Exemple. Pour tout n P N, on note
fn : x ÞÑ

n
ÿ

k“0

xk

k!

On sait alors que pfnq converge simplement vers f “ exp sur R. On n’a pas convergence uniforme de pfnq sur R : pour
tout n P N, la fonction fn ´ f n’est pas bornée 2. En revanche, il y a convergence uniforme r´a, as pour tout a P R` :

@x P r´a, as, |fpxq ´ fnpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`8
ÿ

k“n`1

xk

k!

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

`8
ÿ

k“n`1

|x|k

k!
ď

`8
ÿ

k“n`1

ak

k!
ÝÑ

nÑ`8
0.

car
ř

k
ak

k! converge. Ainsi, }f ´ fn}8,r´a,as ÝÑ
nÑ`8

0, et pfnq converge uniformément vers f sur r´a, as.

Comme les fonctions fn sont continues sur r´a, as, on retrouve que la fonction f “ exp est continue sur r´a, as pour
tout a P R`, donc continue sur R.

2. Théorème de la double limite

On remarque que le théorème de continuité en a de la limite uniforme énoncé ci-dessus affirme que fpxq ÝÑ
xÑa

fpaq ce
qui peut se reformuler de la manière suivante :

lim
xÑa

lim
nÑ`8

fnpxq “ lim
nÑ`8

lim
xÑa

fnpxq.

Le théorème ci-dessous généralise ce résultat au cas plus global où pour tout n P N, fn admet une limite en a, point
adhérent de I.

Rappel. On dit que a P R est un point adhérent de I s’il existe une suite pxnq de I telle que xn ÝÑ
nÑ`8

a.

2. Pour tout x P R‹
`, on a |fpxq ´ fnpxq| “

`8
ř

k“n`1

xk

k!
ě xn`1

pn`1q!
ÝÑ

xÑ`8
`8.
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Soient pfnq une suite de fonctions de I dans K et a un point adhérent à I. On suppose que

– la suite pfnq converge uniformément vers une fonction f sur I,
– pour tout n P N, fnpxq ÝÑ

xÑa
ℓn P K.

Alors pℓnq converge vers une limite ℓ P K, et
fpxq ÝÑ

xÑa
ℓ.

En d’autres termes, lim
xÑa

lim
nÑ`8

fnpxq “ lim
nÑ`8

lim
xÑa

fnpxq “ ℓ.

Théorème - Théorème de la double limite

Démonstration. Non exigible. Commençons par montrer la convergence de pℓnq. Nous allons montrer que la suite
pℓnq est de Cauchy, i.e. @ε ą 0, DN P N, @n, p ě N, |ℓn ´ ℓp| ă ε. On conclura en utilisant le lemme suivant :

Lemme (HP). Toute suite de Cauchy dans K converge.
Preuve. § Si pℓnq est de Cauchy, on montre qu’elle est bornée (comme pour montrer qu’une convergente est bornée).
Par Bolzano-Weierstrass, on peut en extraire une suite pℓφpnqq qui converge vers ℓ P K. Montrons que ℓn ÝÑ

nÑ`8
ℓ.

On fixe ε ą 0, il existe N1 P N tel que @n ě N1, |ℓφpnq ´ ℓ| ă ε
2
, et N2 P N tel que @n, p ě N2, |ℓn ´ ℓp| ă ε

2
. Si

n ě maxpN1, N2q, alors φpnq ě N2, et

|ℓn ´ ℓ| ď |ℓn ´ ℓφpnq| ` |ℓφpnq ´ ℓ| ă ε
2

` ε
2

“ ε. đ

On fixe ε ą 0, et un entier N P N tel que pout tout n ě N , }fn ´ f}8 ď ε
2 . Ainsi, pour tous n, p ě N ,

@x P I, |fnpxq ´ fppxq| ď }fn ´ fp}
8

ď }fn ´ f}8 ` }f ´ fp}
8

ď ε.

En passant à la limite pour x Ñ a dans l’inégalité ci-dessus, on obtient :

@n, p ě N, |ℓn ´ ℓp| ď ε,

c’est-à-dire que pℓnq est de Cauchy, donc converge, et on note ℓ sa limite. Montrons maintenant fpxq ÝÑ
xÑa

ℓ : on fixe 3

n P N tel que }fn ´ f}8 ă ε
3 et |ℓn ´ ℓ| ă ε

3 , puis η ą 0 tel que si |x ´ a| ă η, alors |fnpxq ´ ℓn| ă ε
3 .

Si |x ´ a| ă η, alors |fpxq ´ ℓ| ď |fpxq ´ fnpxq|
looooooomooooooon

ď}fn´f}8

` |fnpxq ´ ℓn| ` |ℓn ´ ℓ| ď ε,

donc fpxq ÝÑ
xÑa

ℓ.

Si on ne suppose plus la convergence uniforme, le théorème ne tient plus.

Exemple. On considère à nouveau la suite de fonctions pfnq, où fn : x ÞÑ xn. Pour tout x P r0, 1r, on
a fnpxq ÝÑ

nÑ`8
0, donc

lim
xÑ1´

lim
nÑ`8

fnpxq “ 0, mais lim
nÑ,`8

lim
xÑ1´

fnpxq “ 1.

Ce n’est bien sûr pas incompatible avec le théorème de la double limite : on a vu que pfnq ne converge
pas uniformément sur r0, 1s.

3. Intégration et limite uniforme

Le résultat qui suit énonce que si une suite pfnq de fonctions continues converge uniformément vers f sur un segment,
alors la suite des primitives des fn s’annulant en a converge uniformément vers la primitive de f s’annulant en a.

Soient pfnq une suite de fonctions continues d’un segment I “ ra, bs dans K. On suppose que pfnq converge
uniformément sur I vers une fonction f , et on note :

Théorème - Primitivation et convergence uniforme

3. Comme }fn ´ f}8 ÝÑ
nÑ`8

0, il existe N P N tels que pour tout n ě N , }fn ´ f}8 ă ε
3

,

Comme ℓn ÝÑ
nÑ`8

ℓ, il existe N 1 P N tels que pour tout n ě N 1, |ℓn ´ ℓ| ă ε
3

. On choisit ensuite n ě maxpN,N 1q.
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@n P N, Fn : x ÞÑ

ż x

a

fnptqdt, et F : x ÞÑ

ż x

a

fptqdt,

Alors, la suite de fonctions pFnq converge uniformément vers F sur I.

Démonstration. Soit n P N, on a pour tout x P I,

|F pxq ´ Fnpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

a

pfptq ´ fnptqqdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż x

a

|fpxq ´ fnptq|dt ď

ż x

a

}f ´ fn}8 dt “ px ´ aq }f ´ fn}8.

Ainsi, @x P I, |F pxq ´ Fnpxq| ď pb ´ aq}f ´ fn}8, donc }F ´ Fn}8 ď pb ´ aq}f ´ fn}8 ÝÑ
nÑ`8

0.

Le résultat qui suit peut être vu comme une conséquence du précédent, il exprime qu’on peut intervertir une limite et
une intégrale sur un segment lorsqu’il y a convergence uniforme.

Soit pfnq une suite de fonctions continues d’un segment I “ ra, bs dans K qui converge uniformément vers une
fonction f sur I. Alors

ż b

a

fnptqdt ÝÑ
nÑ`8

ż b

a

fptqdt.

Théorème - Interversion limite uniforme – intégrale

Démonstration. On a
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

pfptq´fnptqqdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż b

a

|fptq´fnptq|dt ď

ż b

a

}f ´ fn}8 dt “ pb´aq }f ´ fn}8 ÝÑ
nÑ`8

0.

Remarque. On peut reformuler la conclusion du théorème ci-dessus en : lim
nÑ`8

ż b

a
fn “

ż b

a
lim

nÑ`8
fn.

4. Convergence uniforme et dérivation

Dans ce paragraphe, nous considérons une suite de fonctions dérivables fn qui a pour limite f (en un certain sens) et
nous nous demandons si f est dérivable et, dans ce cas, si pf 1

nq converge vers f 1 en un certain sens. En toute généralité,
la réponse est non.

Exemple. Pour tout n P N‹, on pose fn : x ÞÑ

c

x `
1

n
. On a fn

cvs
ÝÑ

nÑ`8
f , où f : x ÞÑ

?
x, et pour tout n P N‹,

@x P R`, |fnpxq ´ fpxq| “

c

x `
1

n
´

?
x “

1
n

b

x ` 1
n `

?
x

ď
1

?
n
,

ainsi }fn ´ f}8 ÝÑ
nÑ`8

0, et fn
cvu
ÝÑ

nÑ`8
f , les fonctions fn sont dérivables sur R`, mais f n’est pas dérivable en 0.

En revanche, lorsqu’on suppose la convergence uniforme de la suite pf 1
nq, nous allons voir que le résultat est vrai.

Soit pfnq une suite de fonctions de classe C 1 sur un segment I “ ra, bs, qui converge simplement vers une fonction
f . Si la suite pf 1

nq converge uniformément vers une fonction g, alors

˛ pfnq converge uniformément vers f sur I,
˛ f est de classe C 1, et f 1 “ g.

Théorème - Convergence uniforme et dérivation

Remarque. On retiendra qu’il suffit de vérifier la convergence uniforme de la suite des dérivées pour obtenir les deux
conclusions du théorème.

Démonstration.

˛ Comme pf 1
nq converge uniformément vers g, le théorème d’interversion limite uniforme - intégrale donne que

pour tout x,
fnpxq “

ż x

a

f 1
nptqdt ` fnpaq ÝÑ

nÑ`8

ż x

a

gptqdt ` fpaq

Lycée Montesquieu 6
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Par unicité de la limite simple de pfnq, la fonction f est la fonction : x ÞÑ
ż x

a
gptqdt ` fpaq. Ainsi, la fonction, f

est dérivable, de dérivée g. Par conséquent, f est de classe C 1.
˛ Justifions la convergence uniforme de pfnq vers f : pour tout x P ra, bs,

|fpxq ´ fnpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

a

pf 1ptq ´ f 1
nptqqdt ` fpaq ´ fnpaq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż x

a

|f 1ptq ´ f 1
nptq|dt ` |fpaq ´ fnpaq|,

donc }f ´ fn}8 ď
ż b

a
}f 1 ´ f 1

n}8 dt ` |fpaq ´ fnpaq| ď pb ´ aq }f 1 ´ f 1n}8 ` |fpaq ´ fnpaq| ÝÑ
nÑ`8

0

Remarques.

– Une simple adaptation de la preuve permet de montrer que si I est un intervalle quelconque, et si pf 1
nq converge

uniformément sur tout segment de I, alors pfnq converge uniformément vers f sur tout segment de I.
– Dans la pratique, pour montrer que la limite f est de classe C 1 sur un intervalle I quelconque, on se ramène

souvent à vérifier le caractère C 1 sur tout segment, ou sur des intervalles adaptés à la situation.

Soit pfnq une suite de fonctions de classe C k sur un segment ra, bs telle que pour tout i P J0, k´1K, pf
piq
n q converge

simplement vers une fonction gi. Si la suite pf
pkq
n q converge uniformément vers une fonction g, alors

˛ pfnq converge uniformément vers g0 sur I,
˛ f est de classe C k sur I, et pour tout i P J1, kK, f piq “ gi.

Corollaire

Démonstration. Par récurrence sur k.

Remarques.

– Ceci entraîne que si i P J1, kK et x P I, alors f pkqpxq “ lim
nÑ`8

f
pkq
n pxq.

– De même que ci-dessus, pour montrer que la limite simple f est de classe C k sur un intervalle quelconque, on se
ramène souvent à le montrer sur tout segment, ou sur des intervalles adaptés.

II Séries de fonctions
Si pour tout n P N, fn est une fonction de I dans K, on appelle série de fonctions de terme général fn et on note

ř

fn
la suite de fonctions pSnqnPN, dite suite des sommes partielles, donnée par :

@n P N, Sn “

n
ÿ

k“0

fk.

1. Convergence simple, uniforme, normale d’une série de fonctions

On dit que la série de fonctions
ř

fn

– converge simplement sur I si la suite des sommes partielles pSnq converge simplement sur I,
– converge uniformément sur I si la suite des sommes partielles pSnq converge uniformément sur I.

Définition - Convergence simple, convergence uniforme

Si la série
ř

fn converge simplement, on appelle somme de la série et restes les fonctions

S : x ÞÑ

`8
ÿ

k“0

fkpxq, et Rn : x ÞÑ

8
ÿ

k“n`1

fkpxq.

On a alors S ´ Sn “ Rn pour tout n P N.

Remarque.

– La convergence simple de la série
ř

fn sur I équivaut à l’existence de sa somme sur I.
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– Comme les notions de convergence simple et uniforme sont les mêmes que pour les fonctions, tout ce qui a été
dit ci-dessus s’applique. En particulier, la convergence uniforme implique la convergence simple. On commencera
donc généralement par étudier la convergence simple.

Une série de fonctions
ř

fn converge uniformément si et seulement elle converge simplement et la suite pRnq de
ses restes converge uniformément vers la fonction nulle.

Théorème - Convergence uniforme et restes

Démonstration. En cas de convergence simple, la convergence uniforme équivaut à }S ´ Sn}8 ÝÑ
nÑ`8

0, c’est-à-dire
}Rn}8 ÝÑ

nÑ`8
0.

Exemple. On s’intéresse à la convergence simple et uniforme sur r0, 1r de la série de fonction
ř

fn, où fn : x ÞÑ xn

pour tout n P N.

– Si x P r0, 1r, alors la série géométrique
ř

xn est convergente, donc
ř

fn converge, et sa somme est S “ x ÞÑ 1
1´x .

– Pour tout n P N, on a

@x P r0, 1r, |Spxq ´ Snpxq| “ |Rnpxq| “

`8
ÿ

k“n`1

xk “
xn`1

1 ´ x
donc |Rnpxq| ÝÑ

xÑ1
`8.

Ainsi, la fonction Rn n’est pas bornée (}Rn}8 “ `8). Par conséquent, la suite pRnq ne converge pas uniformé-
ment vers 0, donc il n’y a pas convergence uniforme de la série

ř

fn sur r0, 1r.

– En revanche, si a P r0, 1r, il y a convergence uniforme de
ř

fn sur r0, as : pour tout n P N,

@x P r0, as, |Rnpxq| ď

`8
ÿ

k“n`1

|a|k “
|a|n`1

1 ´ |a|
, donc }Rn}8,r0,as ď

|a|n`1

1 ´ |a|
ÝÑ

nÑ`8
0.

Par conséquent, pRnq converge uniformément vers la fonction nulle sur r0, as, et il y a convergence uniforme de
la série

ř

fn sur r0, as.

On dir que la série de fonctions
ř

fn converge normalement sur I si pour tout n P N, fn est bornée sur I, et
ÿ

}fn}8 converge.

Définition - Convergence normale

Remarque. La convergence normale n’est autre que la convergence absolue de la série
ř

fn dans l’espace vectoriel
FbpI,Kq muni de la norme } ¨ }8.

La convergence normale n’a de sens que pour une série de fonctions, elle n’en a pas pour une suite.

Si une série de fonctions
ř

fn converge normalement sur I, alors elle converge uniformément sur I.

Théorème - Convergence normale et convergence uniforme

Démonstration. On suppose que
ř

fn converge normalement sur I. Montrons la convergence simple : pour tout x P I,
on a |fnpxq| ď }fn}8. Comme }fn}8 est le terme général d’une série convergente, la série

ř

fnpxq converge absolument,
donc converge, par comparaison des séries à termes positifs. Il y a donc convergence simple de

ř

fn sur I.
Par ailleurs, pour tout n P N,

@x P I, |Rnpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`8
ÿ

k“n`1

fkpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

`8
ÿ

k“n`1

|fkpxq| ď

`8
ÿ

k“n`1

}fk}8

Ainsi, }Rn}8 ď
`8
ř

k“n`1

}fk}8 ÝÑ
nÑ`8

0 (reste d’une série convergente), et Rn
cvu
ÝÑ

nÑ`8
0, donc

ř

fn converge uniformément
sur I.
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Comme on va le voir, la réciproque est fausse : une série de fonctions peut converger uniformément sans converger
normalement. On retiendra qu’on a les implications suivantes (et les réciproques sont fausses) :

convergence normale ñ convergence uniforme ñ convergence simple.

Remarque. Dans la pratique, il sera utile de penser à vérifier la convergence normale en première intention, pour
simplifier l’étude. C’est le cas si }fn}8 se calcule aisément, notamment si les fonctions |fn| sont monotones sur I.

Exemples.

1. Pour n P N, on pose fn : x ÞÑ e´nx

1`n2 . On étudie la convergence uniforme de la série
ř

fn sur R`.

Pour tout n P N, la fonction fn est décroissante sur R`, donc

}fn}8 “ fnp0q “
1

1 ` n2
.

Par comparaison de séries à termes positifs, la série
ř

}fn}8 converge, donc
ř

fn converge normale-
ment, donc uniformément sur R`.

2. Revenons sur l’exemple déjà rencontré plus haut : la série de fonctions
ř

fn, où fn : x ÞÑ xn

n! converge simplement
sur R (vers la fonction exp). Retrouvons que

ř

fn converge uniformément sur tout intervalle r´a, as, où a P R` :

Pour tout n P N, on a }fn}8,r´a,as “ fnpaq “ an

n! . Comme an

n! est le terme général d’une série
convergente, la série

ř

}fn}8 converge. Par conséquent,
ř

fn converge normalement, donc converge
uniformément sur r´a, as.

3. On s’intéresse à la fonction
ζ : x ÞÑ

`8
ÿ

n“1

1

nx

– Il y a convergence simple de
ř

fn, où fn : x ÞÑ 1
nx , sur I “s1,`8r, donc ζ est bien définie sur I.

– Il y a convergence uniforme sur Ia “ ra,`8r pour tout a ą 1 :

Si n P N, on a par décroissance de la fonction x ÞÑ 1
nx “ e´x lnn :

@x P Ia,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

nx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

na
, donc }fn}8 ď

1

na
.

Comme a ą 1, la série
ř

1
na est convergente, donc par comparaison avec une série à termes positifs,

ř

}fn}8 converge. Il y a alors convergence normale, donc uniforme sur Ia.

Pour montrer qu’une série de fonctions
ř

fn ne converge pas normalement sur I, on peut

– déterminer }fn}8, et montrer que la série numérique
ř

}fn}8 diverge,
– trouver une suite pxnq de I telle que

ř

|fnpxnq| diverge 4.

Montrer qu’il n’y a pas convergence normale

Exemples.

1. Pour tout n P N, on note fn : x ÞÑ xe´nx. La série
ř

fn converge simplement sur R` mais pas normalement.

– Si x ą 0, alors fnpxq “ xpe´xq
n est le terme général d’une série convergente, et

ř

fnp0q converge, d’où la
convergence simple sur R`.

– Pour n P N‹, on pose xn “ 1
n . La série

ř

fnpxnq “
ř

e´1

n diverge, donc il n’y a pas convergence normale
sur R`.

2. Revenons sur l’exemple de la fonction ζ ci-dessus, et montrons qu’il n’y a pas convergence normale de la série
de fonctions sur s1,`8r. On pose xn “ 1 ` 1

n pour tout n P N‹, on a

1

nxn
“

1

n1` 1
n

“
1

n
n´ 1

n “
1

n
e´ lnn

n „
1

n
.

4. Par contraposée, car s’il y a convergence normale, alors pour toute suite pxnq de I,
ř

|fnpxnq| ď
ř

}fn}8, et
ř

fnpxnq converge.
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Ainsi, la série
ř

1
nxn diverge par comparaison avec une série de Riemann divergente. Il n’y a donc pas convergence

normale.

Remarque. Pour montrer qu’une série de fonctions
ř

fn ne converge pas uniformément sur I, les mêmes méthodes
que pour les suites s’appliquent, on peut :

– déterminer }Rn}8 et montrer qu’il n’y a pas convergence vers 0 (souvent peu aisé),
– déterminer une suite pxnq de I telle que pRnpxnqq ne tend pas vers 0.

Rappel. Critère des séries alternées : si panq est une suite réelle décroissante de limite nulle, la série
ř

p´1qnan
est convergente, et si on note Sn ses sommes partielles et S sa somme, alors

@n P N, |Rn| “ |S ´ Sn| ď |an`1|.

Séries alternées de fonctions. Lorsqu’une série de fonctions de la forme
ř

p´1qnfn est telle que pour tout x P I,
la série

ř

p´1qnfnpxq vérifie le critère des séries alternées, on a par le même critère

@x P I, |Rnpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`8
ÿ

k“n`1

p´1qkfkpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď |fn`1pxq|.

En particulier, si pfnq converge uniformément vers 0 sur I, alors }Rn}8 ď }fn`1}8 ÝÑ
nÑ`8

0, et
ř

p´1qnfn converge
uniformément sur I.

Cas des séries alternées de fonctions

Exemple. On considère la série de fonctions
ř

fn, où fn : x ÞÑ
p´1qnxn

n pour tout n P N‹, dont on sait qu’elle converge
simplement sur r0, 1s par le critère des séries alternées. Si n P N‹,

@x P r0, 1s, |Rnpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`8
ÿ

k“n`1

p´1qnxn

n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
|x|n`1

n ` 1
ď

1

n ` 1
.

Par conséquent, }Rn}8 ď 1
n`1 ÝÑ

nÑ`8
0, donc

ř

fn converge uniformément sur r0, 1s.

Remarque. En gardant les notations de l’exemple ci-dessus, on voit aisément que pour tout n P N‹, }fn}8 “ 1
n , donc

ř

}fn}8 est divergente, et
ř

fn ne converge par normalement sur r0, 1s.
On a donc obtenu un exemple de série de fonctions qui converge uniformément sur un intervalle, sans converger
normalement.

2. Continuité, dérivabilité de la somme d’une série de fonction

Nous avons vu que les séries de fonctions ne sont autres que des suites de fonctions (la suite des fonctions sommes
partielles). Ainsi, tous les résultats vus en première partie sont immédiatement transposables dans ce cadre.

Si
ř

fn est une série de fonctions continues qui converge uniformément sur I, alors sa somme S : x ÞÑ
`8
ř

n“0
fn est

continue sur I.

Théorème - Continuité de la somme

Démonstration. Comme les fonctions fn sont continues sur I, les fonctions
n
ř

k“0

fk le sont également, et le résultat sur
les suites de fonctions s’applique.

Remarque. Il arrive fréquemment qu’on n’ait pas convergence uniforme sur l’intervalle I considéré entier. Dans ce
cas, comme pour le cas des suites de fonctions, il suffit de prouver qu’il y a localement convergence uniforme (sur tout
segment par exemple), et d’en déduire la continuité sur I entier.

Le théorème de la double limite se récrit immédiatement de la manière suivante dans le cadre des séries de fonctions,
et fournit un résultat justifiant l’interversion d’une limite et d’une somme infinie.
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Soient
ř

fn une série de fonctions définies sur I et a un point adhérent à I. On suppose que

– la série de fonctions converge uniformément sur I,
– pour tout n P N, fnpxq ÝÑ

xÑa
ℓn P K.

Alors la série
ř

ℓn converge et, en notant ℓ sa somme, on a Spxq ÝÑ
xÑa

ℓ, c’est-à-dire :

lim
xÑa

`8
ÿ

n“0

fnpxq “

`8
ÿ

n“0

lim
xÑa

fnpxq.

Théorème - Théorème de la double limite – version séries de fonctions

Exemple. Cherchons à déterminer lim
xÑ`8

`8
ÿ

n“1

arctanpnxq

n2
.

Pour tout n P N‹, on note fn : x ÞÑ
arctanpnxq

n2 .

– On remarque que pour tout n P N‹, on a }fn}8 ď π
2n2 , donc

ř

}fn}8 est une série convergente. Ainsi,
ř

fn converge normalement, donc uniformément sur R.
– Pour tout n P N‹, on a fnpxq ÝÑ

xÑ`8

π
2n2 .

Ainsi, par le théorème de la double limite, on a lim
xÑ`8

`8
ř

n“1

arctanpnxq

n2 “
`8
ř

n“1

π
2n2 “ π3

12 .

Soient
ř

fn une série de fonctions continues sur un segment ra, bs, qui converge uniformément sur ra, bs. Alors
ř

ż b

a
fn converge, et

`8
ÿ

n“0

ż b

a

fnptqdt “

ż b

a

`8
ÿ

n“0

fnptqdt.

Théorème - Intégration terme à terme

Démonstration. Par le théorème d’interversion limite - intégrale sur un segment, comme Sn
cvu
ÝÑ

nÑ`8
S,

lim
nÑ`8

ż b

a

Snptqdt “

ż b

a

Sptqdt donc lim
nÑ`8

n
ÿ

k“0

ż b

a

fkptqdt “

ż b

a

`8
ÿ

n“0

fnptqdt.

Remarque. Nous verrons d’autres résultats d’intégration terme à terme dans le chapitre Intégrale sur un inter-
valle quelconque.

Soit
ř

fn une série de fonctions de classe C 1 sur un segment ra, bs telle que

˛ la série de fonction
ř

fn converge simplement sur ra, bs,
˛ la série de fonction

ř

f 1
n converge uniformément sur ra, bs.

Alors
ř

fn converge uniformément,
`8
ř

n“0
fn est de classe C 1, et

ˆ

`8
ř

n“0
fn

˙1

“
`8
ř

n“0
f 1
n.

Théorème - Dérivation terme à terme

Démonstration. Il s’agit d’une réécriture du théorème rencontré plus haut pour les suites de fonctions.

Remarque. Une conséquence est que si
ř

fn vérifie les hypothèses du théorème sur un intervalle quelconque I, alors
la somme S est de classe C 1 sur I, et

ˆ

`8
ř

n“0
fn

˙1

“
`8
ř

n“0
f 1
n.
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