MP — Mathématiques 2026-27

Chapitre 7

Suites et séries de fonctions

Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle de R, et K désigne R ou C. Nous nous intéressons ici a différentes notions
de convergence de suites de fonctions de I dans K, voire de fonctions d’un espace vectoriel normé de dimension finie
dans un autre.

Comme on I’a remarqué dans le chapitre ESPACES VECTORIELS NORMES, il peut y avoir plusieurs notions de conver-
gence pour une suite dans un espace vectoriel normé, selon la norme dont on le munit. On peut méme définir des
notions de convergence qui ne sont pas associées a une norme.

| Suites de fonctions

1. Convergence simple, convergence uniforme

La premiére notion de convergence que nous présentons ci-dessous est la convergence simple, dite aussi ponctuelle : il
s’agit de la convergence “point par point” d’une suite de fonctions.

Définition - Convergence simple
Soit (f,) une suite de fonctions de I dans K, et f une fonction de I dans K. On dit que (f,,) converge simplement,

ou ponctuellement, vers f si
Voel, fulx) — f(@).
n——+0o

Autrement dit, Yo € I, Ve >0, IN e N, ¥Yn = N, |f.(z) — f(z)| < &. On note alors f,, —> f.

n—+00

Exemple. Pour tout n € N, on considére la fonction f,, :  — 2™ définie sur [0, 1]. .
Pour tout z € [0,1], on a ;

on 0 sizel0,1],
Julw) = @ n%w{ 1 siz=1
0 sixzel0,1],

AinSiyfnn_C)—V_i)oof’Oflf:x'_’{ 1 siz=1

(Kf 1

Remarque. On note que dans ’exemple ci-dessus, les fonctions f,, sont toutes continues sur [0, 1], mais la limite f ne
I'est pas.

Notation. On rappelle que si f est bornée sur I, on note
1fllo = sup|f(z)|
zel

ce que I'on note parfois aussi | f||, ; lorsqu’on veut préciser I.

L’application || - |, ne définit pas a proprement parler une norme sur .%(I,K), car elle n’est pas définie pour f si
f n’est pas bornée. On peut toutefois I'utiliser pour définir la notion de convergence uniforme qui coincide pour les
fonctions bornées avec la convergence pour la norme | - | ..

Définition - Convergence uniforme

Soit (f,) une suite de fonctions de I dans K, et f € % (I,K). On dit que (f,) converge uniformément vers f si
fn — f est bornée a partir d’'un certain rang, et

an - fHoo — 0.

n—+00
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Autrement dit®?, Ve >0, AN e N, Vn > N, Yz e I, |f.(x) — f(x)| < £. On note alors f, 1:» f.
n— 00

Remarques.
— On notera la différence de ’écriture quantifiée des deux définitions :
Convergence simple : Veel, Ve>0,3INeN, Vn= N, |fu(z) — f(z)| <e
Convergence uniforme : Ve >0, INeN, Vn = N, Ve e I, |f.(z) — f(x)| <e

— Géométriquement, la convergence uniforme de (f,,) vers f signifie que tout “tube” autour de la courbe de f
contient entierement les courbes des fonctions f,, a partir d’un certain rang.

Is
I’\\
- 7’ AY
,/ ‘\\ '/ \\ ,—\\
’, ~ ’ Z \
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/l \‘\,', \\
’ \
\
\
]
— On peut définir || - ||, sur .#(I,K), a condition que P'application soit & valeurs dans R,. Avec ce choix, la

)

convergence uniforme de (f,,) vers f s’écrit simplement : | f, — f|, — 0.

n—+00
— sur l'espace vectoriel .%;, (I, K) des fonctions bornées sur I, la convergence uniforme n’est autre que la convergence

de la suite (fy,) vers f pour la norme | - .

Convergence uniforme et convergence simple

Si (fn) est une suite de fonctions de I dans K converge uniformément vers une fonction f € % (I,K) sur I, alors
(fn) converge simplement vers f sur I.

Démonstration. Pour tout x € I, on a | f,(x) — f(x)| < | fn — fl - 0, donc (f,,) converge simplement vers f. [
n——+o0

Remarque. On retiendra donc que si une suite de fonctions (f,) converge simplement vers une fonction f, alors on
ne peut avoir convergence uniforme de la suite (f,,) que vers la fonction f.

Soient (f,,) une suite de fonctions de I dans K et f € % (I,K). S’il existe une suite réelle (u,,) telle que u, - 0
n—+00
et
Ve e, |fu(x) — f(z)] < tn,

alors (f,) converge uniformément vers f sur I.

Démonstration. Par passage au sup, on a 0 < | f, — |, <u, — 0, ce qui conclut par encadrement. O
n—+00

!\ La suite (u,) dans 'expression ci-dessus doit donc étre indépendante de x!

% Montrer la convergence uniforme

Pour étudier la convergence uniforme d’une suite de fonctions (f,,), on commence par étudier la convergence
simple. Si on a convergence simple vers une fonction f, on peut :

1. Eneffet, |[fn — fl, <& & Vzel, [fu(z) — f(z)] <e.
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— déterminer explicitement | f,, — f|,, pour tout n € N (par exemple par étude de fonction), puis montrer
que an - fHoo n:oo 0,

— chercher & majorer la suite (||f, — f|),,) par une suite qui tend vers 0, et conclure par encadrement.

Exemple. Considérons la suite de fonctions (f,) donnée par : pour tout n € N, f, : x +— e~ (=+7), Etudions la
convergence uniforme de (f,) sur R,.
— Pour tout z € Ry, on a e~ (") = ¢=%¢™n -y 0. Ainsi, f, C—V} fsur Ry, ou f est la fonction nulle.
n——+0o0 n——+0o
— On a pour tout n € N,
Vo e Ry, |falz) - f(z) = eFe " <o,

donc | f, — fl,, <e™™ — 0, ce qui entraine que f,, —> f sur R;.
—+00 n—+o0

% Montrer qu’il n’y a pas convergence uniforme

Pour montrer qu’une suite (f,) ne converge par uniformément vers une fonction f, on commence par examiner
la convergence simple : §’il n’y a pas convergence simple, il n’y a pas convergence uniforme. Ensuite, on cherche

a montrer que | f, — f|, -~ 0:

n——+0o0

— soit on déterminer || f,, — f|,, par exemple par étude de fonction,
— soit on cherche une suite (x,,) de I telle que |f,(x,) — f(x,)| =~ 0.

n—-+00

On conclut alors par contraposée dans le deuxiéme point car :

si fn n%@ f, alors pour toute suite (z,,) de I, |fn(zn) — f(zn)] < |fa — flo Rt 0.

Exemples.

. p— 2 . . .
1. Si pour tout n € N, f, : & — e~ @+ 3lors il y a convergence simple vers la fonction nulle f sur R, comme
ci-dessus, mais il n’y a pas convergence uniforme :

VneN, [fo(=n) = f(=n)[ =1, donc |fn—fl, > +o0.

n—-+0o0

0 sizel0,1],

2. Sipourtoutn € N, f, : z — 2™ nous avons vu que ( f,) converge simplement sur [0, 1] vers f : { 1 sic—1l

Or, si on pose z, = 1 — + pour tout n € N*,

fulan) = fla)] = (1= 1) = en(=8) o1,

n—+o0

Ainsi, pour tout n € N*, | fn, = fll, = |fu(zs) — f(zn)] — €7, ce qui entraine que |f, — f|, -~ O.

n—+00 n—400
Nous allons voir ci-dessous un moyen plus direct de voir ce résultat.
3. Pour tout n € N*, on pose f, : & — cos T.

. o, 7 . . . CVSs N .
— Pour tout z € R, par continuité de la fonction cos, on a cos - — 1. Ainsi, f, —> h, ou f est la fonction
, N n—+0o0 n—+o0
constante égale a 1.

— En revanche, (f,,) ne converge pas uniformément :

pour tout n € N, [fn(nm) — f(nm)| = 2, donc |fn—flp =2, et |fu—fly, - O

n—+00

Convergence uniforme et continuité

Soit (f,,) une suite de fonctions de I dans K convergeant uniformément vers une fonction f. Si, pour tout n € N,
fn est continue en a € I, alors f est continue en a.

En particulier, si les fonctions f,, sont toutes continues sur I, alors f est continue sur I.
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Démonstration. Soit ¢ > 0. Par hypothese, il existe n € N tel que | f,, — f[,, < §. Ensuite, par continuité de f, en a,
il existe 7 > 0 tel que pour tout x € I, |z —a| <1 = [fn(x) — fn(a)| < 5. Ainsi, si x € I est tel que |z — a| <7, alors

o 1F(@) = £@)] < |f(@) = Ful@)] + 1fal@) — ful@)] + [fala) — f(a)] < e.

Ainsi, on a montré : Ve > 0, In >0, Ve e I, |z —a| <n = |f(x) — f(a)] < &, c’est-a-dire que f est continue en a. [

Remarque. La contraposée du résultat ci-dessus exprime que, dans le cas ou les fonctions f,, sont continues sur I, si
f n’est pas continue sur I, alors (f,) ne converge pas uniformément vers f.

Exemple. On retrouve le résultat rencontré dans I’exemple précédent : si pour tout n e N, f, : x — z”, alors la suite
(fn) converge simplement vers la fonction f introduite plus haut, qui est discontinue en 0. Comme les fonctions f,
sont continues sur [0, 1], on ne peut pas avoir convergence uniforme de (f,) sur [0,1].

Comme la continuité est une notion locale, il n’est pas nécessaire d’avoir la convergence uniforme sur tout I pour
7

pouvoir conclure a la continuité de la limite uniforme. On retiendra que la convergence uniforme sur tout segment est

suffisante.

Convergence uniforme sur tout segment et continuité

Si (f) est une suite de fonctions continues sur I a valeurs dans K qui converge uniformément vers une fonction
f sur tout segment de I, alors f est continue sur I.

Démonstration. Pour a € I, il suffit de considérer un segment [«, 3] de I non réduit & un point qui contient a dans son
intérieur, ou comme extrémité si a est une extrémité de I. Comme il y a convergence uniforme sur [«, 3], la fonction
f est continue sur [«, 5], donc en a. O

Remarque. Dans la pratique, on ne vérifie pas tout le temps la convergence uniforme sur tout segment, mais sur des
intervalles adaptés a la situation : [—a, a] pour a € Ry, [0,b] pour b e R, etc.

Exemple. Pour tout n € N, on note i

nook
fn:x’_’kgog

On sait alors que (f,,) converge simplement vers f = exp sur R. On n’a pas convergence uniforme de (f,,) sur R : pour
tout n € N, la fonction f,, — f n’est pas bornée®. En revanche, il y a convergence uniforme [—a,a] pour tout a € R, :

4+ .'L’k +0o0 |$‘k +00 ak
Vr e [—a,,a], |f($)—fn($)| = Z E < Z F < Z yn:}w 0.
k=n+1 " k=n+1 . k=n+1 "

car ), ‘}C—T converge. Ainsi, |f — fn e 0, et (fn) converge uniformément vers f sur [—a,a].

loo,[~av1 ,,

Comme les fonctions f,, sont continues sur [—a,a], on retrouve que la fonction f = exp est continue sur [—a, a] pour
tout a € R, donc continue sur R.

2. Théoréme de la double limite

On remarque que le théoréme de continuité en a de la limite uniforme énoncé ci-dessus affirme que f(z) — f(a) ce
. PN . r—a
qui peut se reformuler de la maniére suivante :

lim lim f,(z) = lim lim f,(z).

r—a n—-+o0 n—+o0 r—a

Le théoreme ci-dessous généralise ce résultat au cas plus global ou pour tout n € N, f,, admet une limite en a, point
adhérent de 1.

Rappel. On dit que a € R est un point adhérent de I §'il existe une suite (x,,) de I telle que z, T &
n——+0o

2. Pour tout € R} ,on a [f(z) — fa(z)l = X F7 = (17
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Théoreme de la double limite
Soient (f,,) une suite de fonctions de I dans K et a un point adhérent & I. On suppose que
— la suite (f,,) converge uniformément vers une fonction f sur I,

— pour tout n € N, f,(z) — ¢, e K.
r—a

Alors (¢,,) converge vers une limite £ € K| et

flz) — 0.
r—a
En d’autres termes, ;13}1 nETw fo(z) = ngr}rlw ;13}1 fnlz) =L

Démonstration. Non exigible. Commengons par montrer la convergence de (£,). Nous allons montrer que la suite
(¢,,) est de Cauchy, i.e. Ye >0, AN e N, Vn,p > N, |{,, —{,| < e. On conclura en utilisant le lemme suivant :
Lemme (HP). Toute suite de Cauchy dans K converge.

Preuve. » Si (¢,,) est de Cauchy, on montre qu’elle est bornée (comme pour montrer qu’une convergente est bornée).

Par Bolzano-Weierstrass, on peut en extraire une suite (£,(,)) qui converge vers £ € K. Montrons que £, oy .
n— +0o0

On fixe € > 0, il existe N1 € N tel que Vn = N1, [lym) —£] < 5, et N2 € N tel que Vn,p = Nz, [, —£,] < 5. Si
n = max(N1, N2), alors p(n) = Na, et

[ — £ < |ln — Loy + Wpm) =4 < 5+ 5 =¢ «

On fixe € > 0, et un entier N € N tel que pout tout n > N, | f, — f[, < §. Ainsi, pour tous n,p > N,
Veel, [fu(x) = fp(@)| < |fo—Foly < 1fn—=Fflo+1f = fol, < e
En passant a la limite pour x — a dans 'inégalité ci-dessus, on obtient :
Vn,p>= N, |, —{,] <e,
c’est-a-dire que (¢,) est de Cauchy, donc converge, et on note ¢ sa limite. Montrons maintenant f(x) — ¢ : on fixe®
n e N tel que | f, — f|,, < 5 et |6, —£] < 5, puis n > 0 tel que si |z — a| <, alors |f(z) — L] < 5. e
Si|lz—al<n, alors |f(z) =€ < |[f(x) = fa(x)] + |fa(@) = L] + [ln — €] < &,

donc f(z) — £. O

r—a
!\ Si on ne suppose plus la convergence uniforme, le théoréme ne tient plus.
Exemple. On considére & nouveau la suite de fonctions (f,,), ou f, : © — a™. Pour tout x € [0, 1], on
a fp(z) — 0, donc
n——+0o0

Tim lim fa(e) =0, mais lm lm fu(@) <1

Ce n’est bien siir pas incompatible avec le théoréme de la double limite : on a vu que (f,,) ne converge
pas uniformément sur [0, 1].

3. Intégration et limite uniforme

Le résultat qui suit énonce que si une suite (f,,) de fonctions continues converge uniformément vers f sur un segment,
alors la suite des primitives des f,, s’annulant en a converge uniformément vers la primitive de f s’annulant en a.

Primitivation et convergence uniforme

Soient (f,) une suite de fonctions continues d’un segment I = [a,b] dans K. On suppose que (f,) converge
uniformément sur I vers une fonction f, et on note :

3. Comme |fn — fl . 0, il existe N € N tels que pour tout n > N, | fn — f[, < 5,
-4

Comme £, "y £, il existe N’ € N tels que pour tout n > N, |[€, — £ < §. On choisit ensuite n > max(N, N').
n—+00
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Vn e N, Fn:xHJ fa(t)dt, et F:x»—>f f@@)dte,
Alors, la suite de fonctions (F,,) converge uniformément vers F sur I.

Démonstration. Soit n € N, on a pour tout z € I,

T

|F () = Fu(z)| =

[[uo- fn(t))dt’ <[

a a

(@) — fu(t)] <f 1f = fulydt = (2 —a)|f — full,.

a

Ainsi, Vo € I, |F(x) — F(z)| < (b—a)||f — ful, donc |F = F, |, < (b—a)|f = full, — 0. O

n——+0o0

Le résultat qui suit peut étre vu comme une conséquence du précédent, il exprime qu’on peut intervertir une limite et
une intégrale sur un segment lorsqu’il y a convergence uniforme.

Interversion limite uniforme — intégrale

Soit (f) une suite de fonctions continues d’un segment I = [a,b] dans K qui converge uniformément vers une
fonction f sur I. Alors

L CE0d Lb F£(t)dt.

n—-+00

Démonstration. On a

b b b
[[o-noya < [ro-foia < [ 15 sl = -0l =l = 0 O

a

. Lo . . b b
Remarque. On peut reformuler la conclusion du théoréme ci-dessus en :  lim f fn = f lim f,.
n—+o v @ a n—400

4. Convergence uniforme et dérivation

Dans ce paragraphe, nous considérons une suite de fonctions dérivables f,, qui a pour limite f (en un certain sens) et
nous nous demandons si f est dérivable et, dans ce cas, si (f},) converge vers f’ en un certain sens. En toute généralité,
la réponse est non.

1
Exemple. Pour tout n € N*, on pose f, : x+>A/z + —. On a f, C—VE f,ou f: x> \/z, et pour tout n € N*,
n n——+0o0

1

Vo € Ry, 1fale) — f@)] = pfz + 5~V = =<y
+ VT

8
_|_
3= |3 =

ainsi || fr, — fll, St 0, et f, n%@ f, les fonctions f,, sont dérivables sur R, , mais f n’est pas dérivable en 0.

En revanche, lorsqu’on suppose la convergence uniforme de la suite (f/,), nous allons voir que le résultat est vrai.

Convergence uniforme et dérivation

Soit (f,) une suite de fonctions de classe ¢! sur un segment I = [a, b], qui converge simplement vers une fonction
f. Si la suite (f]) converge uniformément vers une fonction g, alors

o (fn) converge uniformément vers f sur I,
o f est de classe €', et ' = g.

Remarque. On retiendra qu’il suffit de vérifier la convergence uniforme de la suite des dérivées pour obtenir les deux
conclusions du théoreme.

Démonstration.

o Comme (f},) converge uniformément vers g, le théoréme d’interversion limite uniforme - intégrale donne que

pour tout =z, -

fulz) = rfé(t)dan(a) — [ g at+ s

n—+0o0 a
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Par unicité de la limite simple de (f,), la fonction f est la fonction : 2 — f: g(t)dt + f(a). Ainsi, la fonction, f
est dérivable, de dérivée g. Par conséquent, f est de classe €.
o Justifions la convergence uniforme de (f,,) vers f : pour tout x € [a, b],

|f(x) = ful2)] =

fuvwwmmw+ﬂ@fnm>

a

<fww—ﬁwW+uwfn@m

a

done [f = Faly < [0 1 = Fillp dt + |f(a) = Fala)l < (0= a) | f' = F'nll,, + |f(a) = fala)] —> 0 N

n—+00

Remarques.

— Une simple adaptation de la preuve permet de montrer que si I est un intervalle quelconque, et si (f},) converge
uniformément sur tout segment de I, alors (f,,) converge uniformément vers f sur tout segment de I.

— Dans la pratique, pour montrer que la limite f est de classe ¢! sur un intervalle I quelconque, on se raméne
souvent & vérifier le caractére €' sur tout segment, ou sur des intervalles adaptés & la situation.

Soit (f,,) une suite de fonctions de classe €’* sur un segment [a, b] telle que pour tout i € [0, k—1], ( f,(f)) converge

simplement vers une fonction g;. Si la suite ( T(L )) converge uniformément vers une fonction g, alors

o (fn) converge uniformément vers go sur I,
o f est de classe €% sur I, et pour tout i € [1, k], f¥ = g;.
Démonstration. Par récurrence sur k. O

Remarques.
— Ceci entraine que sii € [1,k] et € I, alors f*) () = hIJIrl £k (z).
n—+0o0

— De méme que ci-dessus, pour montrer que la limite simple f est de classe €% sur un intervalle quelconque, on se
ramene souvent a le montrer sur tout segment, ou sur des intervalles adaptés.

Il  Séries de fonctions

Si pour tout n € N, f,, est une fonction de I dans K, on appelle série de fonctions de terme général f,, et on note Y, f,
la suite de fonctions (S, )nen, dite suite des sommes partielles, donnée par :

vneN, S, = ka.
k=0

1. Convergence simple, uniforme, normale d’une série de fonctions

Définition - Convergence simple, convergence uniforme
On dit que la série de fonctions Y f,

— converge simplement sur [ si la suite des sommes partielles (.S,,) converge simplement sur I,

— converge uniformément sur I si la suite des sommes partielles (S,,) converge uniformément sur I.

Si la série Y, f,, converge simplement, on appelle somme de la série et restes les fonctions

+o0 ©
S:x— Z fe(x), et Ry:xz— Z fr(x).
k=0

k=n+1

On a alors S — S,, = R,, pour tout n € N.

Remarque.

— La convergence simple de la série > f,, sur I équivaut & 'existence de sa somme sur 1.
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— Comme les notions de convergence simple et uniforme sont les mémes que pour les fonctions, tout ce qui a été
dit ci-dessus s’applique. En particulier, la convergence uniforme implique la convergence simple. On commencera
donc généralement par étudier la convergence simple.

Convergence uniforme et restes

Une série de fonctions Y| f,, converge uniformément si et seulement elle converge simplement et la suite (R,,) de
ses restes converge uniformément vers la fonction nulle.

Démonstration. En cas de convergence simple, la convergence uniforme équivaut a |S —S,[, — 0, c’est-a-dire
n—+0o0
|R — 0. 0

n HOO n—+00

Exemple. On s’intéresse a la convergence simple et uniforme sur [0, 1[ de la série de fonction Y f,, ou f,, : & — z™
pour tout n € N.

— Siz € [0, 1], alors la série géométrique > z™ est convergente, donc > f,, converge, et sa somme est S = x +— ﬁ

— Pour tout n e N, on a

+o0 n+1
Vo e [0,1], |S(z) — Sn(z)| = |Ru(x)] = Z b = f_w donc |R, () — to
k=n+1

Ainsi, la fonction R, n’est pas bornée (|R,|,, = +0). Par conséquent, la suite (R,) ne converge pas uniformé-
ment vers 0, donc il n’y a pas convergence uniforme de la série Y’ f,, sur [0, 1[.

— En revanche, si a € [0, 1], il y a convergence uniforme de >’ f,, sur [0, a] : pour tout n € N,

1o . |a|n+1 ‘a|n+1
< = 0 d < 0
e, R < 3] ol = T done [Rulepou € 7,7

Par conséquent, (R,,) converge uniformément vers la fonction nulle sur [0, a], et il y a convergence uniforme de
la série > fy, sur [0, a].

Définition - Convergence normale

On dir que la série de fonctions Y f,, converge normalement sur I si pour tout n € N, f,, est bornée sur I, et

Z [ fnl,, converge.

Remarque. La convergence normale n’est autre que la convergence absolue de la série Y, f,, dans 'espace vectoriel
(I, K) muni de la norme | - |_,.

!\ La convergence normale n’a de sens que pour une série de fonctions, elle n’en a pas pour une suite.

Convergence normale et convergence uniforme

Si une série de fonctions »’ f,, converge normalement sur I, alors elle converge uniformément sur 1.

Démonstration. On suppose que . f,, converge normalement sur 1. Montrons la convergence simple : pour tout x € I,
ona|fn(x)| <|fnl,. Comme |f,|., estleterme général d’une série convergente, la série Y f,(z) converge absolument,
donc converge, par comparaison des séries & termes positifs. Il y a donc convergence simple de > f,, sur I.

Par ailleurs, pour tout n € N,

+00 +00 +00
Veel, |Ry(z)| = Z fe(@)| < 2 | fu(@)] < Z Ifxll o
k=n+1 k=n+1 k=n+1

+o0
Ainsi, [Rull, < 2 [frlle T 0 (reste d’une série convergente), et R, n%:»oo 0, donc Y f,, converge uniformément

sur I. k=n+1 O
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'\ Comme on va le voir, la réciproque est fausse : une série de fonctions peut converger uniformément sans converger
normalement. On retiendra qu’on a les implications suivantes (et les réciproques sont fausses) :

convergence normale = convergence uniforme = convergence simple.

Remarque. Dans la pratique, il sera utile de penser a vérifier la convergence normale en premiére intention, pour
simplifier 'étude. C’est le cas si | f, |, se calcule aisément, notamment si les fonctions |f,,| sont monotones sur 1.

Exemples.

. e_’n’z 7’ . . Yo
1. Pour n € N, on pose f, : © — {5. On ¢étudie la convergence uniforme de la série > fnosur Ry,

Pour tout n € N, la fonction f,, est décroissante sur R, , donc

_ 1
1402

“anoo = fn(o)

Par comparaison de séries & termes positifs, la série >} || f[,, converge, donc }] f, converge normale-
ment, donc uniformément sur R .

Pl

2. Revenons sur 'exemple déja rencontré plus haut : la série de fonctions )’ f,,, out f,, : & — %7 converge simplement

sur R (vers la fonction exp). Retrouvons que Y f,, converge uniformément sur tout intervalle [—a, a], ot a € R :
7 est le terme général d'une série
converge. Par conséquent, Y. f,, converge normalement, donc converge

Pour tout n € N, on a |faly(_ge = fala) = % Comme
convergente, la série Y, | fn
uniformément sur [—a, a].

o

3. On s’intéresse a la fonction +o0
Cram L
nz

n=1

1

neo

— Il y a convergence simple de Y f,,, out f,, : © — sur I =]1, +oo[, donc ¢ est bien définie sur I.

— Il y a convergence uniforme sur I, = [a, +oo[ pour tout a > 1 :

Sin e N, on a par décroissance de la fonction = — # — e %nn .

1 1 1
Va € L, ’nx‘ < ﬁv donc anHoo < ﬁ

rie 0 L . . . PR s
Comme a > 1, la série Y, -1 est convergente, donc par comparaison avec une série & termes positifs,
2 Ifnl,, converge. Il y a alors convergence normale, donc uniforme sur I,,.

% Montrer qu’il n’y a pas convergence normale

Pour montrer qu’une série de fonctions > f,, ne converge pas normalement sur I, on peut

— déterminer | f, |, et montrer que la série numérique ;| f, |, diverge,

— trouver une suite (z,,) de I telle que . |fn(x,)| diverge®.

Exemples.
1. Pour tout n € N, on note f, : x — xe™"*. La série Y f,, converge simplement sur R; mais pas normalement.

— Si x> 0, alors f,(x) = z(e™®)" est le terme général d’une série convergente, et Y. f,(0) converge, d’out la
convergence simple sur R .

7 . -1 . .
— Pour n € N*, on pose x,, = 1. La série n(xy) = > & diverge, donc il n’y a pas convergence normale
) n n ?
sur R,.

2. Revenons sur I'exemple de la fonction ( ci-dessus, et montrons qu’il n’y a pas convergence normale de la série
de fonctions sur ]1, +oo[. On pose =, =1 + % pour tout n € N*, on a
1 1 1 1 _mn

1 1
= = —_— n n = —_— e n ~ —_
nen nlts n n n

4. Par contraposée, car s'il y a convergence normale, alors pour toute suite (zn) de I, D} |fn(zn)| < X[ fnly, et D) fr(zn) converge.

Lycée Montesquieu 9
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diverge par comparaison avec une série de Riemann divergente. Il n’y a donc pas convergence

1
nn

Ainsi, la série Y
normale.

Remarque. Pour montrer qu’une série de fonctions n ne converge pas uniformément sur I, les mémes méthodes
q p )
que pour les suites s’appliquent, on peut :

— déterminer |R, |, et montrer qu'il n’y a pas convergence vers 0 (souvent peu aisé),
— déterminer une suite (x,,) de I telle que (R, (x,)) ne tend pas vers 0.

% Cas des séries alternées de fonctions

Exemple. On considére la série de fonctions Y] f,,, ot fp, : @ —

Rappel. Critére des séries alternées : si (a,) est une suite réelle décroissante de limite nulle, la série >3(—1)"

est convergente, et si on note S, ses sommes partielles et S sa somme, alors

Qn

VneN, |Ry| =[S~ Sn| < |ant1].

Séries alternées de fonctions. Lorsqu’une série de fonctions de la forme > (—1)" f,, est telle que pour tout x € I,
la série > (—1)™f,,(x) vérifie le critére des séries alternées, on a par le méme critére

+00

Y, CDFfule)

k=n+1

Vo el, |Ru(z)| = < |fasa ().

En particulier, si (f,) converge uniformément vers 0 sur I, alors | Ry, < [ fa+1],, — 0,et >;(—1)"f, converge
uniformément sur 1. noe

# pour tout n € N*, dont on sait qu’elle converge

simplement sur [0, 1] par le critére des séries alternées. Si n € N*,

Par conséquent, |R,[, <

|Jﬂn+1 B 1

Vo e[0,1], |[Ru(z)] = C <

+00 _1)gn
y U

k=n+1

—— —> 0, donc Y, f,, converge uniformément sur [0, 1].
n+ n—+00

Remarque. En gardant les notations de I'exemple ci-dessus, on voit aisément que pour tout n € N*, | f,,[_, = %, donc
Dol fnll,, est divergente, et D f,, ne converge par normalement sur [0, 1].

On a donc obtenu un exemple de série de fonctions qui converge uniformément sur un intervalle, sans converger
normalement.

2.

Continuité, dérivabilité de la somme d’une série de fonction

Nous avons vu que les séries de fonctions ne sont autres que des suites de fonctions (la suite des fonctions sommes
partielles). Ainsi, tous les résultats vus en premiere partie sont immédiatement transposables dans ce cadre.

Continuité de la somme

+00
Si Y] fn est une série de fonctions continues qui converge uniformément sur I, alors sa somme S : z — >, f, est
continue sur [. n=0

n
Démonstration. Comme les fonctions f,, sont continues sur I, les fonctions > fi le sont également, et le résultat sur
les suites de fonctions s’applique. k=0 O

Remarque. 1l arrive fréquemment qu’on n’ait pas convergence uniforme sur l'intervalle I considéré entier. Dans ce
cas, comme pour le cas des suites de fonctions, il suffit de prouver qu’il y a localement convergence uniforme (sur tout
segment par exemple), et d’en déduire la continuité sur I entier.

Le théoreme de la double limite se récrit immédiatement de la manieére suivante dans le cadre des séries de fonctions,
et fournit un résultat justifiant I'interversion d’une limite et d’une somme infinie.

Lycée Montesquieu 10
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Théoréme de la double limite — version séries de fonctions

— la série de fonctions converge uniformément sur I,

Soient Y f,, une série de fonctions définies sur I et a un point adhérent a I. On suppose que
— pour tout n € N, f,(z) — £, e K.
r—a

Alors la série Y ¢, converge et, en notant ¢ sa somme, on a S(z) — ¢, c’est-a-dire :
Tr—a

400 +00
lim 2 fo(z) = Z lim f,(z).
T—a o = r—a

Exemple. Cherchons a déterminer lim

+00
2 arctan(nz)
T—+00 n2 ’
n=1
Pour tout n € N*, on note f,, : ©
b

arctan(nx)
—
2

— On remarque que pour tout n € N*, on a || f, |, < 55z, donc ) | fn],, est une série convergente. Ainsi,
> fn converge normalement, donc uniformément sur R.
— Pour tout n e N*, on a f,(x 5oz,
’ fn( )IHJrOO 2n2
+
Ainsi, par le théoréme de la double limite, on a

- arctan(nzx) =y 3
lim Y] Zetentnz) _ N oxo_ xl
T—+0 nzzll n? ngl n

Intégration terme a terme

19

[N~}

> fl; fn converge, et

+X0 b b +0
> J fa(t)dt =
n=0va

Soient Y| f,, une série de fonctions continues sur un segment [a,b], qui converge uniformément sur [a,b]. Alors

D1 falt)dt.
a n=0
Démonstration. Par le théoreme d’interversion limite - intégrale sur un segment, comme S, i:» S,
n——+0o0
b b n b b+
i = t)ydt d li t)dt = t)dt.
Jdim [ Cs.0a= [ s Omrg%élhﬁ [ 3
VALLE QUELCONQUE.

a n=0
Remarque. Nous verrons d’autres résultats d’intégration terme a terme dans le chapitre INTEGRALE SUR UN INTER-
Dérivation terme a terme

Soit " f,, une série de fonctions de classe € sur un segment [a, b] telle que

o la série de fonction )’ f,, converge simplement sur [a, b],

+00

Alors Y’ f,, converge uniformément, Y. f, est de classe ¢!, et

400 ! +00
(En)-En
n=0 n=0 n=0

o la série de fonction | f/, converge uniformément sur [a,b].

Démonstration. 11 s’agit d’une réécriture du théoreme rencontré plus haut pour les suites de fonctions
la somme S est de classe €' sur I, et

. O
400 ! 400

(£n)-En

n=0 n=0

Remarque. Une conséquence est que si Y, f,, vérifie les hypothéses du théoréme sur un intervalle quelconque I, alors

Lycée Montesquieu
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