MP — Mathématiques 2026-27

Chapitre 5

Espaces vectoriels normés

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C.

Nous allons chercher ici & donner un sens a la notion de convergence d’une suite dans un espace vectoriel. Dans R ou
dans C, la convergence d’une suite (z,,)nen équivaut a

|z —z,] — 0.
n

Pour généraliser ceci, il s’agit de trouver une application de E dans R qui joue le rdle de | -| dans un espace vectoriel
quelconque E. Une telle application est appelée une norme.

Des lors, il conviendra d’étre trés prudent : en toute généralité, la notion de convergence dépendra de la norme qu’on
aura choisie pour F. Nous verrons toutefois qu’en dimension finie, toute norme donne la méme notion de convergence.

I  Norme sur un espace vectoriel

1. Définition

Définition - Norme sur un espace vectoriel
Soit E un K-espace vectoriel. On appelle norme sur E une application N : F — R, vérifiant les propriétés
suivantes.

— Séparation. Vze E, N(z) =0=z = 0.

~ Homogénéité. Yo e E, YAe K, N(\z) = |A| N ().

— Inégalité triangulaire. Vx,ye€ E, N(z +y) < N(z) + N(y).

L’espace vectoriel E muni de la norme N est appelé espace vectoriel normé, souvent noté (E, N).

Remarque. Si (E, N) est un espace vectoriel normé

— On appelle vecteur unitaire tout vecteur de E de norme 1.

— Si x € E\{Og}, alors 7o est un vecteur unitaire.

Exemples.
— Sur K, | - | définit une norme.
— Pour tout « = (x1,...,2,) € K", on pose
n .
lzll, = _Zl lzsl,  llzll, = max{|z[, @ € [1,n]}.
e
Ainsi définies, | - |, et |- |, sont des normes sur K".
Démonstration.
n
[-]i: -SizeE, |z[;=0 < > |z]/=0 < Vie[l,n], |[z;/]=0 < z=0g.
i=1
n n
-SixeKetze B, |Ax]; = X [Azi| = [A] X [ai] = [A] =],
i=1 i=1

n n

“Stwye B, oty = 2w il < 2wl + lvil) = el + yll-

i=1 =1

[|o: —-SizekFE, |z|,=0 < max{lz;|, ie[l,n]} =0 < Vie[l,n], |z;/]=0 < z=0g.
~SideKetzeF, |Ax|; =max{|\z;|, i€ [1,n]} = |\ max{|z;|, i€ [1,n]} = |A]z],-
“Sizye B, |z +yl, =max{lzi +ul, i€ [Ln]} <2y, + vl s
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Inégalités triangulaires

Soit (E, | -|) un espace vectoriel normé.

n
2T
=1

ii. Six,y € E, alors ||z — lyl| < = +yl <zl +lyl.

n
i. Sixy,...,zy € E, alors < D) |z

Démonstration.

1. Par récurrence a partir de la propriété d’inégalité triangulaire de la norme.

ii. Siz,y € E, alors par inégalité triangulaire |z| = |z +y—y| < |z +y| + |y|, donc |z|| — |y|| < ||z + y|. De méme,
Iyl = lzll < =+ yl. O
Transfert
Soient E, F' deux K-espaces vectoriels, | - || une norme sur F' et ¢ € Z(E, F') une application linéaire injective.
Si pour tout z € E, |z| 5 = |¢(2)| g, alors | - ||z définit une norme sur E.

Démonstration. La séparation provient de I'injectivité de ¢ : si ||z|; = 0, alors ||p(2)| = 0, donc ¢(x) = Op, puis
z = 0g. L’homogénéité et I'inégalité triangulaire découlent directement de la linéarité de . O

2. Normes euclidiennes

On rappelle ici les notions d’espace préhilbertien, de produit salaire, et de norme associée au produit scalaire, vues en
premiere année.

Définition - Produit scalaire— Espace préhilbertien — Espace euclidien
Si F est un R-espace vectoriel, on appelle produit scalaire sur FE une forme bilinéaire symétrique définie positive
sur E, c’est-a-dire une application de E x E dans R, notée (-, ), qui est :

— bilinéaire : Va,y,z€ E, VA, pe R, Az + py, z) = Xz, 2) + uy, z) et {z, Ay + pzy = Xz, y) + iz, ),
— symétrique : Vx,y e E, {(x,y) = {y,x),
— positive : Vee E, {(x,z)>=0,
— définie : Vee E, {x,zy=0 = z=0.
Si E est muni d’un produit scalaire, on dit que E est un espace préhilbertien. Si de plus il est de dimension finie,
on dit qu’il est euclidien.

Pour tout x € E, on note |z| = 4/{(z, x).

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Pour tous z,y € F,
Kz, ol < lz] Iy,

avec égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

Démonstration. Soient x,y € E. On remarque déja que si x = Og, alors I'inégalité est claire, et il y a méme égalité.
On suppose donc z = 0. Pour tout t € R, on a

{tr +y,te +y) = Cz)® + 2t <,y + y).

Ainsi, la fonction f : ¢ — {tx + y,tx + y) est polynomiale de degré 2. Par ailleurs, par positivité du produit scalaire,
f est de signe constant positif sur R, donc le discriminant associé A est négatif. Ceci s’écrit

2 2
A = 4z, y)” =4z Jyl° < 0,

et donne directement l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Par ailleurs, s’il y a égalité le discriminant ci-dessus est nul, ce qui se traduit par 'existence d’un réel to tel que
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f(to) =0, clest-a~dire (tox +y, tox +yy = 0. Ainsi, tox +y = 0, et les vecteurs x et y sont colinéaires. Réciproquement,
si x et y sont colinéaires, il est clair qu’il y a égalité. O

Remarque. On peut raffiner le cas d’égalité : on a {(z,y) = |z| |y| si et seulement si x et y sont positivement liés?,
et on a {z,y) = —|z| |y|| si et seulement si x et y sont négativement liés.

Norme euclidienne

Si E un espace préhilbertien, alors || - | définit une norme sur E, appelée norme euclidienne.

Cas d’égalité dans linégalité triangulaire : |z +y| = |z|| + |ly| < = et y sont positivement liés.

Démonstration. La séparation provient directement du caractére défini du produit scalaire, et ’homogénéité provient
de la bilinéarité du produit scalaire. Pour voir I'inégalité triangulaire, on remarque que par l'inégalité de Cauchy-

Schwarz, 9 9 9 9 9 5
lz+ 9™ = lzI” +2<xp) + lyl™ < =+ 2[=] ly] + [y]” = (] + [y])"

On obtient le résultat en composant par la fonction racine.

D’autre part, il y a égalité dans l'inégalité triangulaire si et seulement si (z,y) = ||z| ||y|, c’est-a-dire si et seulement
si x et y sont positivement liés. O

Exemples.

n
1. Sur R™, le produit scalaire canonique est défini par Vz,y € R, {z,y) = Y, x;y;. La norme euclidienne associée
est notée | - |,, et est donnée par : i=1

n
Vo = (21,...,20) €R", x|y, =4/ X2 22
\ i=1

En identifiant R™ a .4, 1(R), le produit scalaire ci-dessus se récrit (X,Y) = X 'Y, et la norme | X||, = VXTX.
2. Sur un R-espace vectoriel de dimension n, de base %, on définit un produit scalaire en posant : {z,y) = > z;y;,
ot (T1,...,%n) et (y1,...,yn) sont les coordonnées de x et y dans la base 4. Alors =1

n
Vee B, af =4/ 1%2 = [ Matg(z)|,
i=

définit la norme euclidienne associée.

3. Sur 4, ,(R), le produit scalaire canonique est défini par : VA, B € 4, ,(R), (A,B) = tr(A"B). La norme
euclidienne associée est donnée par :

M=

VAe M, ,R), ||A] = /tr(ATA) = > ai;.

i=1j=1

b
4. Sur €°([a,b],R), le produit scalaire canonique est défini par : Vf, g€ €°([a,b],R), {f,g) = f fg(t)dt. La

norme euclidienne associée est notée | - |,, et est donnée par :
b
vfew(a bR, Il = | P
a

3. Normes usuelles

Normes usuelles sur K"

Pour tout = = (x1,...,x,) € K", on pose
|zl = Zl |zl el = Zl [zil®,  lzly = max{fzil, i e [1,n]}.
i= i=
Ainsi définies, | - |, | - [, et | - |, sont des normes sur K".

1. C’est-a-dire qu’il existe A € R4 tel que y = Az ou = = Ay.
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n
Démonstration. SiK = R, alors | - [, est la norme euclidienne associée au produit scalaire canonique : (x,y) = >} x;¥y;.

Si K = C, la séparation et ’homogénéité sont directes, et si x,y € F, i=1
n n n
2
le+yly = (| 2 lws+wal? < | D5 Jwal® + 20l gl + il = | D (@il + [w:)? < =]y + lyl,
i=1 i=1 i=1
en utilisant I'inégalité triangulaire dans le cas K = R pour (|z1],...,|zxa]) et (ly1l,-- -, [ynl)-
Par ailleurs, nous avons déja vu que | - [, et || - ||, sont des normes sur K. O

Normes usuelles sur un K-espace vectoriel de dimension finie

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie n et de base 4, on pose pour tout z € E, dont les coordonnées
dans la base Z sont notées (z1,...,z,),

n n
”xﬂgg,l = 421 |4, Hx”@,g = 421 |5Ei|27 H‘rH@po = max{|z;|, i € [1,n]}.
7= i=

En d'autres termes, |a]5,, = | Mata (@), [¢]5 = | Matas (@), et ], = | Mataa(@)].,.

Ainsi définies, | |51, | - |2 €t || - [z, sont des normes sur E.

Démonstration. On applique le résultat de transfert avec la fonction Matg, qui est linéaire et injective de E dans
K™, O

Normes usuelles sur .7, (K)

Pour toute matrice A € .#,,(K), on pose

1Ml = Z |ai 51, 1M]l, = Z |a; 512, 1M]l,, = max{la; |, i,7 € [1,n]}.
1<ij<n 1<ij<n

Ainsi définies, | - |, | - |5 et | - |, sont des normes sur ., (K).
Démonstration. 11 s’agit des normes | - [z, [ - |55 €t |- |5, comme définies ci-dessus, ot % est la base canonique
de A, (K). O

Normes usuelles sur les espaces de fonctions continues

Pour toute fonction f € ¢°([a, b],KK), on pose

b b
I£1, = f lf@lde, fly = f [F@Fdt, [ fle =sup{lf(B)], ¢ € [a,b]}.

Ainsi définies, | - |, || [, et | - ||, sont des normes sur €°([a, b], K).

Démonstration. On note E = ¢°([a,b],K).
|li: -SifeE alos®: |fl,=0 < [l|f|=0 < vte[ab], [f()=0 < f=0p.
“SideKet fe B My = [0 A= A [, 17 = AL
~Sifoge B, |f+gly = [L1f + gl < [L1f1+ gl = If], + gl
| -2 : 1ls’agit de la norme euclidienne associée au produit scalaire canonique sur E : {f, gy = fz fg.

H'HSO: 7SifEE7 Hf“oozo = Vte[a7b:|7 |f(t)|=0 < f=0E

2. La continuité de f est cruciale ici.
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~SixeKet feE, [A|,=sup{[Af(®)], t€[a,b]} = [A] sup{|f(t)], t € [a,b]} = |A[]f].-
—Si f7g € Ea Hf + g”oo < Sup[a,b](‘f| + |g|) < Sup[a,b] |f| + Sup[a,b] ‘g| = Hf“oo + ”gHOO [

Remarque. On notera que par le théoréme des bornes atteintes, si f € €°([a,b],K), alors la borne supérieure | f||
est atteinte, on peut donc écrire max au lieu de sup dans ce cas.

0

Norme usuelle sur les espaces de fonctions bornées

Si E est un espace vectoriel normé et X est un ensemble quelconque, on note %, (X, E) I'ensemble des fonctions
bornées de X dans F, c’est-dire ’ensemble des fonctions f : X — E telles que

IMeR,, Ve e X, ||f(x)] < M.
Muni de la norme | - |, donnée par : Vf € (X, E), |flleo = sup{|f(x)|, x € A}, Fp(X,E) est un espace

vectoriel normé.

Démonstration. On vérifie sans peine que .%,(X, E) est un sous-espace vectoriel de .7 (X, E). On montre que | - ||,
est une norme comme dans le cas de €°([a, b], K).

4. Distance, boules ouvertes et fermées, convexité

La définition ci-dessous généralise la notion de distance définie sur R ou C a l'aide de | - |.

Définition - Distance associée a une norme

Soit (E, | -|) un espace vectoriel normé. On appelle distance associée a la norme |- || Iapplication d : Ex E — R

donnée par
V(J},y) € E x Ea d(.]?,y) = ”aj _yH

Propriétés de la distance
Si (E, |- |) un espace vectoriel normé, alors la distance d associée & | - || vérifie les propriétés suivantes.
i. Symétrie. Vx,y € E, d(z,y) = d(y,x).
ii. Séparation. Va,y€ E, d(z,y) =0 < z=y.
iti. Inégalité triangulaire. Vr,y,z € E, d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

Remarque. On peut définir la notion générale de distance indépendamment de la définition de norme, comme une
application de E x F dans R vérifiant les trois propriétés ci-dessus. Certaines distances en ce sens ne peuvent pas
étre associées a une norme.

Définition - Boules ouvertes, boules fermées, sphéres

Soient (E, | - ||) un espace vectoriel normé, z € E et r € R.

— On appelle boule ouverte de centre x et de rayon r ’ensemble B(z,r) ={y€ E, |y —z| < r}.
— On appelle boule fermée de centre = et de rayon r Pensemble B(x,r) = {y e E, |y —z| < r}.
— On appelle sphére de centre z et de rayon r I'ensemble S(z,r) ={y € E, |y — x| = r}.

Six =0g et r =1, on parle de boule unité, ou de sphere unité.
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Remarque. Les boules dépendent bien siir du choix de la norme. Lorsqu’il y a ambiguité, on précise parfois la norme
en notant By (x,r).

Boule unité By (0,1) Boule unité By (0,1) Boule unité By, (0,1)

Définition - Segments, parties convexes

Soit (E, | - ||) un espace vectoriel normé.
— Si x,y € E, on appelle segment d’extrémités x,y ’ensemble '/y\;/
Ly
o] = {(1 = Nz + Ay, A [0,1]) oo

— On dit que A c F est convexe si pour tous z,y € A, [z,y] c A.

Convexité des boules

Si (E, |- |) est un espace vectoriel normé, alors ses boules ouvertes et ses boules fermées sont convexes.

Démonstration. Soient B = B(a,r) une boule ouverte de E de centre a € E et de rayon r > 0. Si z,y € B et A € [0,1],
alors en remarquant que a = (1 — A)a + Aa,

[(T=Nz+dy—af| = [1=-N(z—-a)+ Ay —a)| < [A=N(—-a)|+Ay—a| = A=N]z—a]+]A]y—al
< A=XNr+i =r

Ainsi, (1 — X\)z 4+ Ay € B, et on a bien montré que [z,y] < B. De méme pour une boule fermée. O

Définition - Parties bornées

Soient (E, | - |) un espace vectoriel normé et A — E. On dit que A est bornée dans F si et seulement s’il A est
contenu dans une boule de E. Autrement dit :

IMeRy, Ve e A, |z| < M.

5. Norme sur un espace produit

Définition-théoreme - Norme produit

Soient F1, ..., Ej des espaces vectoriels, munis respectivement des normes Ny, ..., Ni. On définit une norme sur
Fy x ... x Ey, appelée norme produit, en posant

Ve = (x1,...,25) € By x ... Eg, N(x) = max{N;(z;), i€ [1,k]}.

Démonstration. La preuve est la méme que ci-dessus pour | - |, dans K", O
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Il Suites dans un espace vectoriel normé

1. Suite convergente

Définition - Suite convergente dans une espace vectoriel normé

Soient (E, | - |) un espace vectoriel normé, (z,),, .y une suite de E et z € E. On dit que la suite (x,) converge
vers x dans E si ||z, — x| - 0, autrement dit
n——+0o0

Ve>0, iNeN, Vn = N, |z, —z| <e.

Remarques.

— Comme pour les suites réelles ou complexes, 'inégalité stricte de la définition peut étre remplacée par une
inégalité large.
— S’il existe x € E telle que (z,,) converge vers x, la suite est dite convergente et on dit que x est la limite de (z,,),

ce qu’on note x,, —> x. Sinon, on dit que (z,,) est dite divergente.
4 n— -+ ’ 4
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! La notion de convergence dépend a priori de la norme choisie sur F. Nous verrons qu’en dimension infinie, une suite
peut converger pour une norme et diverger pour une autre. Si besoin, on précise la norme pour la convergence :

I
Ty, — X.
n—+0o0

Exemple. On se place sur E = ([0, 1],R), et on considére la suite (f,)neny de E définie par : Vne N, f, : x — ™.

— Si on munit £ de la norme | - |; : comme pour tout n € N,
1 n+1 71
x 1
- ndy = - ’
172l L e [n+1]0 n+1
ona |fnl, - 0, donc (f,) converge vers la fonction nulle de £ pour la norme | - ||;.
n—-+0o

— Si on munit E de la norme || - |, : pour tout n € N, on a || f,|., = 1, donc (f,,) ne converge pas vers la fonction

nulle pour la norme | -

oo oo

o

Remarque. Si (f,) est la suite de I'exemple ci-dessus, alors on peut montrer que (f,) diverge pour la norme | - |_,.

En effet, si (f,,) converge vers f € E pour la norme || - |, alors sa sous-suite (f2,,) converge également vers
f, ce qui entraine que, si on pose g, = fn, — fan, pour tout n € N, alors (g,,) converge vers la fonction nulle.

1 1
Or pour n € N, une étude de fonction montre que |g, | est maximale en (%)™, donc ||gn |, = g <(%) ") =1

Par conséquent, |g,|,, - 0, ce qui contredit la convergence de (g,) vers la fonction nulle.
n—oo

Unicité de la limite

Si (z,,) est une suite convergente d’un espace vectoriel normé, alors sa limite est unique.

Démonstration. La preuve est la méme que dans le cas réel ou complexe. O

Définition - Suite bornée

On dit qu’une suite (), n d’un espace vectoriel normé (E, | - ||) est bornée s’il existe M € R tel que

neN

VneN, |z,| < M.

Une suite convergente est bornée

Si (z,,) est une suite convergente d’un espace vectoriel normé, alors (x,) est bornée.

Démonstration. Si (x,) converge vers x, alors par définition il existe N € N tel que pour tout entier n = N, on a
|z, — z|| < 1, donc par inégalité triangulaire |z,|| < 1 + ||z||. Ainsi, (|z,||) est bornée & partir d’un certain rang, donc
bornée. O

Suites convergentes dans un espace produit

Soient Ey, ..., E} des espaces vectoriels, munis respectivement des normes Ny,..., Ny, et (X,,), .y une suite de

Ey x ... x Ey. Pour tout n € N, on note X,, = (z},...,z%).

La suite (X,,) converge vers X = (z1,...x) € E1 X ... x Ej pour la norme produit N si et seulement s’il y a
convergence coordonnée par coordonnée, autrement dit :

R ) .
X, — X < Viellk], 2, — ;.
n— 400 n—+00

Démonstration. Par définition de la norme produit NV, on a

X, 5% X o NX,—-X) — 0 < max N;(a"—z;) — 0 < Vie[lLk], 2! — z;. O

n——+00 n—-+0o0 ie[[Lk]] n— 400 n—-+00
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Limites et opérations

Soient E un K-espace vectoriel normé, et (z,,), (y,) des suites convergentes de E de limites x et y, et (A,) une
suite convergente de K de limite .

— La suite (z,, + y,) converge, et x, + y, L7 +y.
n—+0o0

— La suite (A\,x,) converge, et A\,z, — Az.

n—+0o0
Démonstration. La preuve est la méme que dans le cas réel ou complexe. O
Convergence et produit
Soit (E, | - |) un K-espace vectoriel normé muni d’un produit (z,y) — zy tel que

— le produit est bilinéaire,
— il existe k € R tel que pour tous z,y € E, |zy| < k|z| |y|-

Alors, si (2,,), (yn) des suites convergentes de E de limites z et y, la suite (z,y,) converge vers zy.

Démonstration. Si (x,), (yn) des suites convergentes de E de limites x et y, alors pour tout n € N,

|77 (Y — )| + [(2r — )y
k(lzn] lyn =yl + lzn — 2| y]) -

Tnyn —2y| = |T0(yn —y) + (zn —2)y| <
<

Ainsi, comme (z,,) est bornée car convergente, on déduit de la convergence de (z,,) et (yn) que |Tnyn—2zy| 7 0. O
n—+0o00

Remarque. Le résultat s’applique donc a toute K-algebre, comme par exemple ., (K), K[X], €°([a, b],R), si elle est
munie d’une norme dite d’algebre, c’est-a-dire :

Ve,ye B, eyl < ]yl

2. Suites extraites et valeurs d’adhérence

Définition - Suite extraite

Soient E un espace vectoriel normé et (z,), .y une suite de E. On appelle suite extraite, ou sous-suite, de (z,,)
une suite de la forme (xw(n))neN, ou ¢ : N — N est strictement croissante.

Remarques.

— Une fonction ¢ : N — N est strictement croissante est aussi appelée une extractrice.
— On rappelle que si @ est une extractrice, alors ¢(n) > n pour tout n € N.

7

Définition - Valeurs d’adhérence

Soient E un espace vectoriel normé et (x,),,oy une suite de E. On appelle valeur d’adhérence de (x,,) la limite
d’une sous-suite convergente de (x,).

Exemples.

— La suite (sin(n?)),en est une suite extraite de (sinn),ey, d’extractrice ¢ : n +— n2.

— Siu, = (—1)" pour tout n € N, la suite (uy,), .y admet 1 et —1 pour valeurs d’adhérence : ce sont les limites

respectives des sous-suites (Uap ), oy €t (U2n+1),en-

Convergence, suites extraites, valeurs d’adhérence
Soient E un espace vectoriel normé et (x,,) une suite de E qui converge vers x € E. Alors

— toute sous-suite de (x,,) converge vers z,
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— la suite (z,,) a pour seule valeur d’adhérence x.

Démonstration.

— On considere une sous-suite (u,(,)) de (x,). Soit € > 0, on sait qu'il existe N € N tel que Vn > N, |z, —z| <e.

Ainsi, pour tout n > N, on a ¢(n) =n > N, donc on a aussi |z,¢,) — || <&, d’ott 24y T T

— Tout d’abord, x est valeur d’adhérence comme limite de la suite (z,,). Comme toute sous-suite converge vers
d’apres la point précédent, c’est la seule valeur d’adhérence. O

Remarque. En particulier, si (2,,),,.y admet une sous-suite qui n’a pas de limite, ou admet deux valeurs d’adhérence
distinctes, alors la suite (z,,),, .y n'a pas de limite.

Exemple. La suite u,, = (—1)" a pour valeurs d’adhérence —1 et 1, donc elle diverge.

!\ Une suite (z,) qui n’a qu’'une seule valeur d’adhérence ne converge pas toujours. Par exemple la suite réelle
(n(1+ (—=1)")) a pour seule valeur d’adhérence 0, mais diverge.

Théoréeme de Bolzano-Weierstrass sur C

Toute suite complexe bornée a une sous-suite convergente.

Démonstration. Le cas réel se montre par exemple par dichotomie (voir cours MPSI).

Montrons le cas complexe. Pour tout n € N, on note a,, = Reu, et b, = IJmu,. Comme pour tout n € N, on a
| Reun| < |un| et |Imuy| < |uy|, les suites réelles (an),,cy €t (bn),on sOnt bornées.

— On peut appliquer le théoréme de Bolzano-Weierstrass a la suite réelle (ay,)
sous-suite (ay(n)), . qui converge.

— La suite (by(n
convergente.

nene €6 on obtient qu’il existe une

)) ey €8t bornée comme sous-suite de (by,),,cy, donc on peut en extraire une sous-suite (by(y(n))),,

On remarque ensuite que la suite (a@(w(")))neN converge comme sous-suite de (a¢(n))neN. Ainsi, comme pour tout

n €N, on a Ug(y(n)) = u(p(n)) T 1bp(p(n)), 12 suite (u¢(w(n)))neN est une sous-suite convergente de (uy,),,cy- O

Remarque. Le procédé dans la démonstration pour extraire des sous-suites de deux suites (z,,) et (y,) a l'aide de la
méme extractrice est & retenir. On extrait une suite (z,(,)) de (7,), puis on extrait une suite (Y, (y(n))) de (Ypm))-
Finalement, les suites (7, (y(n))) €t (Yp(yp(n))) sont des sous-suites respectives de (z,,) et (yn). On parle d’extraction
diagonale.

Ce procédé s’avere parfois fort utile, et peut se généraliser facilement au cas de k suites, et méme au cas d’une suite
de suites, avec une adaptation cependant.

Remarque. Si (u,) une suite bornée de C admettant une unique valeur d’adhérence, alors elle converge.

Démonstration. On considére une suite (u, ) bornée qui admet une unique valeur d’adhérence . Supposons
que (uy,) ne converge pas vers x. Alors, il existe e > 0 tel que pour tout N € N, il existe n = N tel que
|un — x| > €. Ceci permet de construire par récurrence une suite extraite (u,(,)) telle que pour tout n € N,
Hutp(n) - JZH = E.

La suite (uy(n)) étant bornée, le théoreme de Bolzano-Weierstrass assure qu’elle admet une sous-suite
(%(wm))) qui converge, on note y sa limite. Comme pour tout n € N, Huw(w(n)) —z| = €, on a par passage
a la limite |y — x| > ¢, donc x = y. Finalement, y est une autre valeur d’adhérence de (u,), et il y a
contradiction. O

Il Comparaison de normes

Définition - Normes équivalentes
| Soient F un espace vectoriel et N1, No deux normes sur E. Les normes Ny et No sont dites équivalentes s’il existe
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des réels o, f € R, tels que
Vee E, aNij(z) < Na(z) < BNi(x).

Remarque. On vérifie aisément que la relation donnée par : N1 ~ N si et seulement si N7 et Ny sont équivalentes
est une relation d’équivalence sur I’ensemble des normes de E.

Exemple. Sur K", les normes | - |, et || - ||, sont équivalentes : si x = (z1,...,2,) € K",
2
o lzly = Vai .+ a2d < gfnlzly = Vol
2
olzly = Vat+...+ 2% =/l = |l
Ainsi, ona |||, < |- |, < +/n| -], ce qui donne bien I’équivalence des normes. Nous verrons que ce résultat est

en fait bien plus général.

Equivalence et suites convergentes, suites bornées
Soient E un espace vectoriel normé et Ny, Ny deux normes équivalentes sur E. Alors,

— une suite de F est convergente pour Nj si et seulement si elle est convergente pour Na, et a méme limite,
— une suite de F est bornée pour N7 si et seulement si elle est bornée pour Ns.

Démonstration. Comme N7 et No sont équivalentes, on peut considérer a, 5 € R, tels que alN; < Ny < SN;. Pour
chacun des deux points, une implication seule suffit car Ny et Ny jouent des roles symétriques.

— Supposons que la suite (z,) de E converge vers z pour la norme N;. Alors No(x,, — x) < BNy(x,, —x) —> 0,
donc par comparaison Na(x,, — ) Y 0, ce qui donne que (z,,) converge vers x pour la norme Nj. noe
n—+ao0

— Si (z,,) est une suite bornée pour Ny, il existe M € R tel que pour tout n € N, Ny(z,) < M. Ceci implique que
pour tout n € N, Ny(z,) < M, donc (z,,) est bornée pour No. O

Le résultat ci-dessus fournit immédiatement, par contraposée, un moyen de montrer que deux normes ne sont pas
équivalentes.

% Montrer que deux normes ne sont pas équivalentes
Pour montrer que deux normes N; et No sur un espace vectoriel E ne sont pas équivalentes, on peut par exemple :

— montrer qu’il existe une suite (z,) de E qui converge pour N; mais pas pour No,
— montrer qu'il existe une suite (z,,) de F qui est bornée pour N7 mais pas pour No.

L J

Exemple. On a vu plus haut que si f, :  — 2" pour tout n € N, alors

fn LN 0, mais (f,) ne converge pas vers 0 pour | - ..
n——+0o0
Ainsi, | - |, et | - |, ne sont pas des normes équivalentes.

+0
Exercice 1. On se place sur E = C[X]. Pour tout P = Y. axX* € C[X], on pose

k=0
+00 1
Ni(P) = Y laxl,  Na(P) =J |P(t)[dt,  N3(P)= sup [P(t)].
k=0 0 te[0,1]

1. Montrer que Ny, N3, N3 sont des normes sur F.
2. Etudier leur équivalence.

Equivalence des normes en dimension finie

Si F est un espace vectoriel de dimension finie, alors toutes les normes sur E sont équivalentes.
Démonstration. Voir plus tard. O
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IV Séries vectorielles dans un espace de dimension finie

Comme nous avons défini la notion de suite convergente dans un espace vectoriel normé, il est naturel que 'on puisse
également étendre la notion de série, et de série convergente.

Définition - Série dans un espace vectoriel normé
Soient (E, || - |) un K-espace vectoriel normé de dimension finie et (), une suite de E. On appelle série de
terme général x,, et on note )} x, la suite (Sp),cy, OU

VneN, S, = Z T,
k=0

400

On dit que la série Y]z, converge vers z € E si la suite (S,,) converge vers x dans F, on note z = ), .
n=0

Remarque. On note bien qu’en dimension, comme les normes sont équivalentes, la convergence d’une série ne dépend
pas du choix de la norme sur E. On pourra donc selon les cas choisir la norme la plus adaptée.

Le résultat ci-dessous assure qu’en dimension finie, la convergence absolue entraine la convergence d’une série, comme
dans le cas des séries numériques.

Convergence absolue et convergence

Soient (E, || - ||) un K-espace vectoriel normé de dimension finie et Y x,, une série de E. On dit que > z,, converge
absolument si
Z || converge.

Dans ce cas, la série > z;,, converge.

Démonstration. On note N = dim E, et on considére une base # = (ey,...,ey) une base de E, et on muni E de la
norme | - |4, : pour tout x € E )
’OO 7 |7 5,00 = max{lail, i € [1, N},

ol x = ajey + ...+ ayey. Les normes étant équivalentes en dimension finie, la série 3, [z, 4 ., converge, et il suffit
de montrer que ), x,, converge pour la norme | - |4 .

Si pour tout n € N, on note (z2,..., an) les coordonnées de x,, dans la base 4, alors
n n n n n
Zxk: Ex,lc er+...+ Eacfcv ey, donc Zxk = max Emz,ie[[l,N]]
k=0 k=0 k=0 k=0 |2z k=0

Siie [1,N], on a |z},| < [#4] 4, pour tout n € N. Comme 3’ [, 4, converge, on déduit que 3 |z},| converge, par
comparaison de séries a termes positifs.
Finalement, la suite des sommes partielles de )’ x,, converge, comme max d’un nombre fini de suites convergentes. [

Exponentielle de matrice, exponentielle d’endomorphisme

Soit A € #,,(K). La série >’ %;C est convergente. Sa somme est appelée exponentielle de A, et notée exp(A), ou
A

encore e“.

Si E est un K-espace vectoriel normé de dimension finie et u € Z(E), la série >’ %I,C est convergente. On appelle

sa somme exponentielle de u, et on la note exp(u).

Démonstration. Nous nous contentons de prouver le résultat pour les matrices. Remarquons pour commencer que
comme .#,(K) est de dimension finie, les normes sont toutes équivalentes. Nous choisissons une norme | - | sur ., (K)

qui est une norme d’algebre® :
VA, B e #,(K), [AB|<|A|[B].

3. Nous avons vu en TD que de telles normes existent en étudiant une norme subordonnée, nous en reparlerons plus en détail dans un
chapitre a venir.
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- , . /1 k . A k AF Al*
Ainsi, par récurrence immédiate, on a |A*| < |A|” pour tout k € N, ce qui entraine que H% = o | < kU

- Al* - k : PETN s
la série ) % converge (vers el4l), 1a série 3’ % converge absolument par comparaison de séries a termes positifs. [

. Comme

<

A. Rappels sur les bornes supérieures

On rappelle que toute partie non vide et majorée de R possede une borne supérieure, ¢’est-a-dire un plus petit majorant,
noté sup A.
Ainsi, si A c R est non vide et majorée, alors : sup A < M < M est un majorant de A.

Autrement dit :
supA<M < VaxeA z<M.
Remarques.

— On retiendra que pour montrer que sup A < M, il suffit de montrer que M majore A.
— Si de plus M € A, alors sup A = M, on a alors sup A = max A.

Caractérisation séquentielle des bornes supérieure et inférieure

— Si une partie A de R est non vide et majorée, alors

M est un majorant de A,

M =sup A o . 12 .
Sup = { il existe une suite d’éléments de A qui converge vers M.

— A n’est pas majorée si et seulement s’il existe une suite d’éléments de A qui diverge vers +c0.

L B

Tn M

Remarque. Pour montrer que sup A > M, il suffit donc de trouver une suite de A sui converge vers M.
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