MP — Mathématiques 2026-27

Chapitre 3

Réduction des endomorphismes

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C, et E est un K-espace vectoriel.

| Eléments propres

1. Valeurs propres, vecteurs propres d’'un endomorphisme

Définition - Valeurs propres, vecteurs propres
Soit u € Z(E).

— On dit que A € K est une valeur propre de u s’il existe x € E\{Og} tel que u(x) = Az. En d’autres termes
Ker(u — A1dg) = {0g}.
— Si A est une valeur propre de u, on appelle sous-espace propre associé a A le sous-espace vectoriel

Ey(u) = Ker(u — Aldg) = {z € E, u(z) = \x}.
Les vecteurs non nuls de Ey(u) sont appelés les vecteurs propres de u associés & la valeur propre .

Si E est de dimension, finie, on appelle spectre et on note Sp(u) Pensemble des valeurs propres de .

Remarques.

— /! Un vecteur propre est toujours non nul!
— On généralise la notation E)(u) = Ker(u — A1dg) a tout scalaire A € K. Dans ce cas,

X est valeur propre de u < E)\(u) ={0g} < dimE)(u)> 1.
— On note bien que Ey(u) = {x € E, u(z) = 05} = Keru. Ainsi,

0 est valeur propre de u < wu est non inversible.

Si A € K, alors \ est valeur propre de u si et seulement si u— A\ Idg est non injectif. Si de plus E est de dimension
finie, alors A est valeur propre de u si et seulement si © — AIdg est non inversible.

— En dimension quelconque, on dit que A € K est une valeur spectrale de u si u — AIdg n’est pas inversible, et on
note Sp(u) ensemble des valeurs spectrales de u. En dimension finie, valeurs spectrales et valeurs propres sont
les mémes objets.

Caractérisation des valeurs propres en dimension finie. On retiendra qu’en dimension finie, si u € Z(F) et

e K,
A€ Sp(u) <« det(u—AIdg)=0.

Exemples.

1. L’endomorphisme nul u = 0 gy n’a que 0 pour valeur propre, et Eo(u) = Keru = E. Ainsi, tout vecteur non
nul de E est vecteur propre.

2. Cherchons les valeurs propres de I’endomorphisme ¢ de K[X] donné par ¢ : P +— P’.

Si A e K, et Pe K[X]\{Ogrx)} vérifie o(P) = AP, c’est-a-dire P’ = AP, alors A = 0 : le cas A\ = 0 est
impossible par un argument de degré. Ainsi, P’ = Og[x], donc P est constant.

Par conséquent, 0 est la seule valeur propre de ¢, d’espace propre associé Fo(u) = Ko[X].

3. On considére des sous-espaces vectoriels F' et G supplémentaires dans F, et le projecteur p de E, sur F' paralle-
lement & G. Supposons que A € K et p(x) = Az, alors
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— soit A = 0, alors comme Az € F'; on a x € F', ce qui entraine que p(z) = x donc A = 1,

— soit A = 0, alors comme p(z) = 0g, on a z € G.

Finalement, 0 et 1 sont les seules valeurs propres possibles, et on a F1(p) = F, Ey(p) = G. Si F et G sont non
triviaux, les valeurs propres de p sont exactement 0 et 1.

3

4. Cherchons les valeurs propres de 'endomorphisme v € .Z(R?) dont la matrice dans la base canonique est donnée

)
pat 12 2
A=l2 1 2
2 2 1

On cherche les réels A tels que v — AIdgs n’est pas inversible, c’est-a-dire det(A — AI3) = 0, or

1-x 2 2 5-X 2 2 12 2
det(A — A3) = 2 1-Xx 2 | ==X 1-x 2 |=((B=-A1 1-)x 2
2 2 1-2) 5-x 2 1-2A 12 1-2A

1 2 2

= (5-X)[0 —1-A 0

0 0 —1-2

Ainsi, det(A — Al3) = (5 — A)(1 + \)2, donc les valeurs propres de v sont —1 et 5.

5. L’endomorphisme w € .Z(R?) dont la matrice dans la base canonique est donnée par M = [(1) 01] n’a pas de
valeur propre (réelle).

En effet, pour tout A € R, alors det(w — AIdgz) = det(M — A\p) = ‘_1)‘ :;\’ =X +1=0.

Somme de sous-espaces propres

Soient u € Z(E) et A1, ..., A, des valeurs propres distinctes de u. La somme Ey, (u)+...+E), (u) des sous-espaces
propres est directe.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur k.

— Si k = 2, montrons que Ej, (u) n Ex,(u) = {Og} ce qui entrainera que la somme Ey, + E), est directe. Si
x € Ex, (u) n Ey,(u), alors u(x) = Az et u(z) = Mgz, donc (A2 — A1)z = 0p, ce qui donne x = O car Ag = Ay.

— Soit k > 3. Supposons que le résultat est vrai au rang k — 1. Soient Ay, ..., \; des valeurs propres distinctes de
u, et (r1,...,25) € By, (u) x ... x Ey, (u) vérifiant 21 + ... + 25 = Og. On a alors
)\k(x1+...+xk):0E d A1+ ...+ Az = Op
onc
w(zy) + ... +u(zg) =0g AMxy 4 ...+ Mgz = 0p

En soustrayant les deux dernieres égalités, on obtient
(M= A)xr+. 4+ (A — A—1) 21 = Op
Par hypothése de récurrence, la somme FE), (u) + ... + Ej,_, (u) est directe, donc (A — A\;) x; = O pour tout
i€ [1,k —1]. Comme les \; sont distincts, on obtient z; = ... = 251 = O, puis 23 = 0g. Ceci conclut. O
Famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes

Toute famille de vecteurs propres de u € Z(F) associés a des valeurs propres de u distinctes est libre.

Démonstration. Soit (z;),.; une famille de vecteurs propres de u associés a des valeurs propres J\; distinctes. II suffit
de montrer que toute sous-famille finie de (z;);es est libre.

On considére F une partie finie de I et on suppose que », a;x; = O pour des scalaires ;. Comme @ FE), est directe
et les x; sont non nuls, a;; = 0 pour tout ¢ € F. =i ek O

Exemple. Pour tout k € N, on note fj : ¢ — e*. La famille (f;), .y est une famille libre de € (R).

En effet, on considére 'endomorphisme ¢ : f — [ de €*(R), et on remarque que pour tout k € N,
o(fr) = kfr, donc fi est un vecteur propre associé a la valeur propre k de .
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Nombre de valeurs propres en dimension finie

Si E est de dimension finie n et u € Z(F), alors | Sp(u)| < n, et

Z dim B (u) < n.
AeSp(u)

Démonstration. D’apres le résultat précédent, si | Sp(u)| > n, alors on dispose d’une famille libre de vecteurs propres
de cardinal excédent dim F ce qui est impossible. Ainsi | Sp(u)| < n, et

comme P Ej(u)c E, ona Z dim Ey\(u) < dimE = n. O
AeSp(u) AeSp(u)

'\ On peut avoir >, dim E)(u) < n : il arrive par exemple que u n’ait pas de valeur propre, comme vu dans
lexemple BH.  €Sp(w)

Le théoreme suivant a des conséquences importantes, et doit étre bien connu.

Endomorphismes qui commutent et stabilité des sous-espaces propres

Soient u,v € Z(E). Si uov = v ou, alors les sous-espaces propres de u sont stables par v.

Démonstration. Soient A € K et 2 € Ey(u). Alors u(v(x)) = v(u(z)) = v(Ax) = Mv(z), donc v(x) € Ex(u). O

Remarques.

— Bien siir, si u et v commutent, alors les sous-espaces propres de v sont également stables par wu.

— Une conséquence de ce résultat est que si u et v commutent, alors on peut considérer I’endomorphisme induit
par v sur E)(u), ou 'endomorphisme induit par u sur Ey(v).

2. Valeurs propres, vecteurs propres d’'une matrice

Définition - Valeurs propres, vecteurs propres d’une matrice
Soit A € A, (K). On dit que X € 4, 1(K) est vecteur propre de A si X est non nul et s’il existe A € K tel que

AX = )X,

On dit alors que A est valeur propre de A. On appelle sous-espace propre associé a A le sous-espace vectoriel
E)\(A) = Ker(A — \I,), et spectre de A, noté Sp(A), 'ensemble des valeurs propres de A.

Remarques.

— Comme pour les endomorphismes, A € K est valeur propre de A si et seulement si Ey(A) = {0,,.1}.

— On rappelle que 'endomorphisme canoniquement associé & la matrice A € #,,(K) est ’endomorphisme ¢4 de

K" qui a A pour matrice dans la base canonique. En identifiant K" a .4, 1 (K),

YA %n,l(K) - n,l(K)
X — AX

Par définition, les valeurs propres, vecteurs propres, spectre de A ne sont autres que les valeurs propres, vecteurs
propres, spectre de ’endomorphisme @ 4.

- Si A e #,(R), alors bien stir A € .#,(C), et on peut considérer son spectre comme matrice & coefficients dans
R ou dans C, ce qui n’est pas toujours la méme chose. On notera dans ce cas Spg(A) ou Spp(A) pour préciser
le point de vue.

Dans le cas ou A € .#,(R), si A€ Spg(A), alors A € Spe(A) : si X est un vecteur non nul tel que AX = \X,

AX = AX = XX =

>
s

Exemples.
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., (01 ) T\ T y\ (7T 1 _ .
1. Si A= (O O)’ alors : A <y> = A <y) < <0> = A (y) On en déduit que Sp(A) = {0}. Par ailleurs,

Eo(A) = Ker(A) = {(3) xeK} = Vect <(1))

0 _1>, nous avons vu que Spg(B) = @. Comme det(B — A\l3) = —(\% + 1), on a Spg(4) = {—i,i}.

2. SlB=<1 0

Spectre et matrices semblables

Soient A, B € #,,(K). Si A et B sont semblables, alors Sp(A4) = Sp(B).

Démonstration. Si A et B sont semblables, il existe une matrice inversible P telle que B = P~'AP. Ainsi, on a
B — )\, = P7Y(A— \I,,) P, donc det(B — \I,,) = det(A — \I,,), et A — A\, € GL,(K) < B — A, € GL,(K). O

Elément propre d’un endomorphisme, éléments propres de sa matrice dans une base

On suppose E de dimension finie. Soient u € £Z(E), 2 une base de E, et A = Matg(u). Alors

~ Sp(u) = Sp(4),
—size E,alors z € E\(u) & Matg(z) € Ex(4),

Démonstration. Simple conséquence du résultat sur le calcul des coordonnées de u(z) dans la base . O

Ce dernier résultat justifie que I’étude des valeurs propres est analogue pour un endomorphisme ou pour une matrice
réelle. Dans la suite, les résultats seront énoncés parfois dans un cadre, et parfois dans un autre.

3. Polyndéme caractéristique d’une matrice

Définition-théoreme - Polynéme caractéristique d’une matrice carrée

Si A e #,(K), alors det(X I, — A) est un polynéme, appelé polynéme caractéristique de A, et souvent noté y 4.

Démonstration. Par définition du déterminant d’une matrice, on a
n

det(X1, — A) = Z 5(0)H(Xfa(i),i — Ao (i),i) € Kn[X]

oeS, 1=1

en tant que somme finie de polynéme de K, [X]. eKn[X] O

Comme nous allons le voir, I'intérét du polynéme caractéristique d’'une matrice A réside dans ses racines, qui sont
exactement les valeurs propres de A.

Polynéme caractéristique et valeurs propres

Si A e #,(K), alors A € K est valeur propre de A si et seulement si x 4(A\) = 0. Autrement dit, les valeurs propres
de A sont exactement les racines du polyndme caractéristique x a.

Démonstration. Si A e K,ona: AeSp(4) < Ker(A— ) ={0,1} < det(A—AL,) =0 < xa(A) =0. O

Exemple. Si A = [8 é], alors x4 = ‘)g ;(1‘ = X2, donc on retrouve que la seule valeur propre de A est 0.

Propriétés du polyndme caractéristique
SineN*et Ae #,(K), alors deg xa = n, et x4 est de la forme
xa=X"—tr(A) X"+ ...+ (—1)"det A.
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Autrement dit, si A = > apX¥, alors a,, = 1, a,,_1 = —tr(A) et ag = (—1)".
k=0

Remarques.

— On retiendra donc que x4 est unitaire.

— Il arrive que le polynéme caractéristique de A soit défini par det(A—X1,,), ce qui revient & multiplier le polynéme
x4 ci-dessus par (—1)". Les racines étant inchangées, elles sont toujours les valeurs propres de A.

Pour ce choix, le coefficient dominant du polynéme obtenu est (—1)", et son coefficient constant vaut det A.

Démonstration. On a

n

Xa = det(XT, — A) = > (o) [ [(XLoyi — to(iyi) = D, (@) [ [(Go@.iX = dog.i)-
=1 =1

ceS, 7 oceG, =

Intéressons-nous & chacun des termes de cette derniere somme.

— Sio=1d,alors (o) [[(05(:),iX — @o@i),i) = (X —a1,1)...(X — ann). Or ce dernier polyndome s’écrit

i=1
(X —a11)...(X —apn) = X" —(a11+ ...+ ann) X lip = X"— tr(A) Xntyp
ou P e K,,_o[X] d’apres les relations coefficients racines.

— Pour toute permutation o = Id, il existe au moins deux entiers distincts 4, j tels que o (i) =i et o(j) = j (o ne
peut pas fixer exactement n — 1 entiers). Alors

—

(0o (i),i X — o(i),i) € Kno[X]

1=1

Finalement, il existe @ € K,,_2[X] tel que y4 = X" —tr(A4) X"~ + Q. Par ailleurs, x4 (0) = det(—A) = (—1)" det(A),
donc le terme constant de x4 est (—1)" det(A). O

Polynéme caractéristique d’'une matrice triangulaire

Si A € #,(K) est triangulaire, de coefficients diagonaux Aq,...,\,, alors les valeurs propres de A sont ses

coeflicients diagonaux, et
det A= (X —=X1)...(X = \p).

Démonstration. La matrice XI,, — A est triangulaire, donc son déterminant d’une matrice triangulaire est le produit
de ses coefficients diagonaux. O

Polynéme caractéristique d’une matrice triangulaire par blocs

Si A € A, (K) est triangulaire par blocs, de blocs diagonaux carrés A, ..., Ay, alors

XA = XA; - XAg-

Démonstration. Le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs de la forme ci-dessus est le produit des détermi-
nants des blocs diagonaux. O

Polynéme caractéristique et matrices semblables

Si A, B € #,,(K) sont deux matrices semblables, alors x4 = x 5.

Démonstration. Si A, B sont semblables, il existe P € GL —n(K) tel que B = P~'AP, donc
xB = det(P~'AP — XI,,) = det(P~ (A — \I,) P) = det(A — X1,,) = xa. O

Remarque. On peut donc ajouter le polynéme caractéristique a la liste des invariants de similitude déja connus (le
rang, la trace, le déterminant).
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4. Polyndme caractéristique d’'un endomorphisme

Comme nous venons de le voir, deux matrices semblables ont méme polynome caractéristique. Ainsi, toutes les matrices
représentant un méme endomorphisme » ont méme polynéme caractéristique, qu’on notera alors x,,.

Définition - Polynéme caractéristique d’'un endomorphisme en dimension finie

Si FE est de dimension finie et u € Z(E), alors on appelle polynéme caractéristique de u le polynéme caractéristique
de toute matrice représentant wu.

Exemple. SidimE = n et u = AIdg, avec A € K| alors x,, = (X — A\)" : si & est une base de E, la matrice A de u
dans la base & est A = \I,,, donc

X — A
Xu = det(XI, — A) =

Remarque. Les propriétés du polynéme caractéristique de u € Z(F) sont donc les mémes que celles énoncées pour
les matrices. En particulier :

~ SidimE =mn,alorson a x, = X" —tr(u) X"~ ! + ...+ (=1)"det u.
— Les valeurs propres de u sont exactement les racines de x..

Polyndme caractéristique d’'un endomorphisme induit

Soient u € Z(FE), ou E est supposé de dimension finie, F' un sous-espace vectoriel de E stable par u, et up

I’endomorphisme induit par u sur F'. Alors,

Démonstration. On complete une base de g de F en une base & de E. Comme F est stable par u, la matrice

Matg(u) s'écrit A
1] * N
M = [T‘TQ] , ou Al = MatggF(UF)

Ainsi, xu = XM = XA, XA,, Mais on a aussi xu, = Xx4,, ce qui conclut. O

Remarques.

— On déduit donc immédiatement que, avec les mémes notations que dans le théoréme, Sp(urp) < Sp(u).

— Si F' est un sous-espace propre E)(u), alors F' est stable par u, et up = AIdp. Le théoréme entraine alors que
Xup | Xu, c’est-a-dire (X — A\)? | ¢, ot d = dim F.

5. Valeurs propres et multiplicités

Définition - Multiplicité d’une valeur propre
Si E est de dimension finie et u € Z(FE), on appelle multiplicité (algébrique) d’une valeur propre A de u sa
multiplicité en tant que racine de X, on la notera souvent m(\).

De méme, si A € 4, (K) et A € Sp(A), on appelle multiplicité de A sa multiplicité en tant que racine de x 4.

Exemple. Si A = [8 é], alors x4 = X2, et 0 est valeur propre de multiplicité 2 de A. On parle aussi de valeur propre
double.

Remarques.

~ Si A e #,(R) et A est une valeur propre complexe de A, alors comme A est racine de x4 € R[X], X Dest
également, de méme multiplicité. Par conséquent, les valeurs propres A et A ont méme multiplicité.

— Comme pour les racines d’un polyndéme, on dira que les valeurs propres de A sont comptées avec leur multiplicité
quand elles sont chacune répétées autant de fois que leur multiplicité.
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Nombre de valeurs propres
Soit A € A, (K).

— Si K =C, alors A admet exactement n valeurs propres, comptées avec leur multiplicité.
— Si K =R, alors A admet au plus n valeurs propres, comptées avec leur multiplicité.

De plus, si A1,..., A, sont les valeurs propres complexes de A, comptées avec leur multiplicité, alors

trA=X+...+A,, et detA=X...\,.

Démonstration. On sait que A € K est valeur propre de A si et seulement si x4(A) = 0, or si K = C, x4 admet n
racines comptées avec multiplicité, et si K = R, x4 en admet au plus n.

Par ailleurs, par les relations coefficients-racines de Viete, si x4 = X™ + a1 X™ + ...+ ag, alors A1 ... A\, = (—1)"ag

et Ay +...4+ A\, = —ay—1. Comme ag = (—1)"det A et a,—1 = —tr A, on obtient le résultat. O
. 0 -1 9 ..
Exemple. Si A = 1ol alors x4 = X* + 1, donc Spg(A) = & et Spe(A4) = {—i,i}.
Remarques.
— Si A1,..., A, sont les valeurs propres complezes de A comptées avec leur multiplicité, alors on a toujours

m(A1) + ... +m(A\,) =n.
— On notera que dim Ey(u) n’est pas toujours égal & m(\) : dans 'exemple ci-dessus, 0 est valeur propre de
multiplicité 2, mais dim Fy(A) = 1.
Le résultat ci-dessous montre qu’en revanche, la multiplicité algébrique est toujours au moins aussi grande que
la multiplicité géométrique.
Dimension des sous-espaces propres et multiplicité

Si E est de dimension finie, u € Z(FE) et A est une valeur propre de u de multiplicité m(\), alors

1 < dim Ey\(u) < m(N).

Remarque. De méme, pour une matrice A € .#,(K), si A € Sp(A) est de multiplicité m(\), alors dim Ey(A4) < m(\).

Démonstration. Pour tout A € Sp(u), comme FE)(u) est stable par u, on peut introduire I’endomorphisme uy induit
par u sur E,(u). Par ailleurs, par définition de Ej(u), on a ux = Aldp, (). Par conséquent, x., = (X — A)%, o
d = dim E) (u), alors . Comme x4, | Xu,

(X =N xu, donc d<m()).

Par ailleurs, comme A est valeur propre de u, il existe un vecteur non nul x € E)(u), donc dim F)(u) = 1. O

Valeur propre simple

Si FE est de dimension finie et A est valeur propre simple de u € Z(FE), alors dim E)(u) = 1.

Démonstration. D’apres le théoréme, on a 1 < dim E)y(u) < m(\) = 1. O
Exemple. On considére la matrice 41 1
A=1(2 3 -1

2 1 1

2 1 -1
dont on cherche les valeurs propres et leur multiplicité. On remarque que rg(A — 213) = rg [2 1 —1] =
Ainsi, 2 € Sp(A), et dim E3(A) = dim Ker(A — 2I3) = 2, et m(2) > 2. 21
On sait que 2 est au moins valeur propre double de A. On obtient la derniére valeur propre A en remarquant que
2+ 2+ A =tr(A) =8, ce qui donne A = 4.

Par conséquent, 2 est valeur propre double de A, et 4 est valeur propre simple.
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Il Diagonalisation

Dans toute la suite, E est supposé de dimension finie n.

1. Définition

Définition-théoréme - Diagonalisabilité d’'un endomorphisme

On dit que u € Z(E) est diagonalisable s’il existe une base Z de E dans laquelle la matrice de u est diagonale.
Dans ce cas, Matg(u) = diag(A1, ..., An), ol Ay, ..., A, sont les valeurs propres de w.

Démonstration. On sait que u et Matg(u) ont les mémes valeurs propres, or les valeurs propres d’une matrice
diagonale sont ses coefficients diagonaux. O
Exemples.

1. L’application Idg et I’application nulle sont diagonalisables.
2. Comme on 'a vu, un projecteur, une symétrie de F sont diagonalisables.

Définition - Diagonalisabilité d’'une matrice carrée

| Une matrice de .#,(K) est dite diagonalisable si et seulement si elle est semblable & une matrice diagonale.

Exemple. La matrice I,, et la matrice nulle sont diagonales donc évidemment diagonalisables.

Remarque. Siue Z(F) et £ est une base de E, alors u est diagonalisable si et seulement si la matrice Matg(u) est
diagonalisable.

2. Conditions nécessaires et suffisantes de diagonalisabilité

Les conditions suivantes sont énoncées dans le cas d’'un endomorphisme, mais sont également valables pour une matrice
carrées en adaptant leur énoncé.

Condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité

Un endomorphisme u € .Z(E) est diagonalisable si et seulement s’il existe une base de E constituée de vecteurs
propres de wu.

Démonstration. Siu est diagonalisable, on note # = (x4, ..., z,) une base dans laquelle la matrice de u est diagonale,
on note Matg(u) = diag(A1,...,An). Ceci entraine que pour tout i € [1,n], u(x;) = Az;, donc A est constituée de
vecteurs propres. Réciproquement, si % est une base de vecteurs propres de u, Matg(u) est diagonale. O

Remarques.

— On a un résultat analogue pour les matrices.

— Si une matrice A € #,(K) est diagonalisable, nous avons donc montré que A est semblable & une matrice
diagonale dont les coefficients diagonaux sont exactement les valeurs propres.

Exemples.
4 1 -1
1. Reprenons 'exemple de la matrice A = [2 3 1] étudié plus haut.
2 1 1
Comme dim F3(A) = 2 et dim F4(A) = 1, on obtient une base de .5 1(K) faite de vecteurs propres
de A en concaténant une base de F5(A) et une base de E4(A), qui sont en somme directe. Ainsi, A
est diagonalisable.

2. On considére la matrice B = [8 (1)]

Nous avons vu plus haut que Sp(M) = {0}, et dim Ey(B) = 1. Ainsi, il n’existe pas de famille libre de
2 vecteurs propres, donc pas de base de diagonalisation de B, qui n’est pas diagonalisable.
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Autre point de vue : comme Sp(B) = {0}, si B était diagonalisable, elle serait semblable & la matrice
nulle, donc elle serait nulle.

3. On considere la matrice C' = [(1) }]

La matrice C est triangulaire et ses coefficients diagonaux sont tous égaux & 1, donc Sp(C) = {1}. Si
C était diagonalisable, elle serait semblable & diag(1,1) = I, donc on aurait C' = I. Ainsi, C n’est
pas diagonalisable.

Le résultat suivant permet de caractériser la diagonalisabilité a 1’aide des sous-espaces propres.
Caractérisations de la diagonalisabilité

Soit u € Z(F). Il y a équivalence entre les assertions suivantes.

1. u est diagonalisable.

ii. E= @ Exu).

AeSp(u)
iii. dmE = > dim FE)(u).
AeSp(u)

iv. Xu est scindé, et pour tout A € Sp(u), dim E)(u) = m()).

Démonstration. On note Aq, ..., \; les valeurs propres de u et m; = m();) pour tout i € [1, k].

— 4. = ii. : si u est diagonalisable, tout vecteur de E s’écrit comme somme de vecteurs propres. Par ailleurs, cette
écriture est unique car les sous-espaces propres distincts sont en somme directe.

— 44. = iii. : c’est une conséquence du caractere direct de la somme.
— 44i. = v. : pour tout A € Sp(u), on a dim E)(u) < m(\), donc

n=dmFE = > dimE\(u) < > m\)<n
AeSp(u) AeSp(u)

Ainsi, I'inégalité est une égalité, et >, (m(A\) — dim E)(u)) = 0, donc pour tout A € Sp(u), dim E)(u) = m(X).
AeSp(u)
Par ailleurs, on sait que (X — A1)™ ... (X — Ag)™* divise x,. Comme de plus m; + ...+ mg = n et x, est
unitaire, on a x, = (X — A)™ ... (X — A\g)™* qui est donc scindé.
— 4v. = 1. : on suppose ww. Comme les sous-espaces propres sont en somme directe, on obtient une famille libre

en concaténant des bases de Ej,,..., E),, de cardinal dim Ey, + ...dim E), = m; + ... + my. Comme Y, est
scindé, on a x, = (X — A1) ... (X — A\p)™, et mq + ... + my = n. On a alors obtenu une famille libre de n
vecteurs propres de u qui est donc une base de E car de bon cardinal. Ainsi, u est diagonalisable. O

Condition suffisante de diagonalisabilité

Siue Z(FE) et xu est scindé a racines simples, alors u est diagonalisable.

Démonstration. Si x, est scindé a racines simples, alors u n’a que des valeurs propres simples, et on sait donc que
pour tout A € Sp(u), on a dim Ey(u) = 1, donc dim E(u) = m(\), ce qui conclut. O

Remarque. En particulier, si x, n’est pas scindé, alors u n’est pas diagonalisable. Ceci n’est possible que sur R, car
tout polynoéme est scindé sur C.

Exemple. La matrice A = < 0 1> n’est pas diagonalisable sur R, car y4 = X2 + 1 n’est pas scindé sur R.

-1 0

Remarque. Lorsque u est scindé, par exemple dans le cas K = C, on cherche & vérifier si dim E)(u) = m(\) pour
toute valeur propre A. Pour trouver dim F)(u), il est parfois utile de se ramener & un calcul de rang : par le théoréme

du rang,
dim Ey(u) = n —rg(u — A\1dg).
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0 0 2
Exemple. Etudions la diagonalisabilité de la matrice de .#3(R) donnée par A= |1 0 —5]. On a
01

4
xa = (X —1)*(X —2).
Ainsi, y 4 est scindé, et A a 2 pour valeur propre simple, et 1 pour valeur propre double. Par ailleurs,

-1 0 2
dmFE;(A) =3—-rg(A—I3) =3—-1rg| 1 -1 —-5|=1
o 1 3

Comme dim F;(A) = m(1), la matrice A n’est pas diagonalisable.

3. Diagonalisation

On dit qu'on diagonalise une matrice diagonalisable A € .4, (K) lorsqu’on explicite une matrice P € GL,(K) et une
matrice diagonale D € .#,,(K) telles que A = PDP~!,

% Diagonalisation d’une matrice

Pour diagonaliser une matrice A € ., (K) diagonalisable,

1. on trouve les valeurs propres, par exemple en scindant le polynéme caractéristique,

2. pour chaque valeur propre A, on trouve une base de ker(A — \I,,),

3. on concaténe ces bases pour obtenir une base de diagonalisation %',

4. on obtient la matrice P comme matrice de passage de la base canonique % a la base %4’ :

P = P@7@/ =S Mat@(%”).

Dans la pratique, P est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs propres de A, dans 'ordre donné par la
base #'.

Ill Trigonalisation

On rappelle que E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie notée n.

Définition - Endomorphisme trigonalisable, matrice trigonalisable
— Un endomorphisme u € .Z(E) est dit trigonalisable s’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u
est triangulaire.
— Une matrice de .#,,(K) est dite trigonalisable si elle est semblable & une matrice triangulaire.

Remarque. Comme pour la diagonalisabilité, si u € Z(F) et & est une base de E, alors u est trigonalisable si et
seulement si Matg(u) est trigonalisable.

Condition nécessaire et suffisante de trigonalisabilité

Un endomorphisme u € Z(F) est trigonalisable si et seulement si son polyndme caractéristique x,, est scindé.

Démonstration.
— Si w est trigonalisable, alors il existe une base Z de E dans laquelle la matrice A = Matg(u) de F est triangulaire.

Si on note A1, ..., A, les coefficients diagonaux de A, alors le polynéme caractéristique de u est donné par

n
Xu=]](X =2X), donc x, est scindé.
i=1

— Montrons par récurrence sur n que si x, est scindé, alors u est trigonalisable.

o Sin =1, le résultat est évident.
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o Soit n = 2. On suppose le résultat vrai en dimension n — 1. Si u € Z(F) avec dim E = n et x,, est scindé,
alors x, admet au moins une racine A, qui est donc valeur propre de u. On considére alors un vecteur
propre z de u associé & A, et on compléte en une base B = (x,es,...,e,) de E. Dans cette base, la matrice
A = Matg(u) est de la forme

car u(z) = Ax. On a xy, = xa = (X — A)x/, donc, comme x,, est scindé, x 4+ 'est également. Par hypothése
de récurrence, la matrice A’ € .#,,_1(K) est donc trigonalisable, et il existe @ € GL,,_1(K) telle que Q= A'Q
est triangulaire. On remarque que si

Ainsi, P~' AP est triangulaire, ce qui conclut. O

Remarque. De méme, une matrice A € ., (K) est trigonalisable si et seulement si x4 est scindé.

Toute matrice A € 4, (C) est trigonalisable.

Démonstration. Comme tout polynéme de C est scindé, x4 est scindé et le théoréme permet de conclure. O

Remarques.

— Ainsi, si A € #,(C), alors A est semblable & une matrice de la forme

Al x e %
A2
)
*
>\71/
ol A1,..., A\, sont les valeurs propres complexes de A (écrites avec multiplicité). On retrouve donc

trA=X N +...4+X\,, et detA=XA...\,.

— Il n’est pas difficile de voir que u € Z(E) est trigonalisable si et seulement s’il existe une des sous-espaces
vectoriels Ff, ..., E, stables par u, tels que

EicEyc...cE,=E, e Vke[l,n], dmEy = k.
La suite F, ..., E, de sous-espaces vectoriels est appelée un drapeau de E. Une base (eq,...,e,) de E est dite
adaptée au drapeau si (eq,...,ex) est une base de Ej pour tout k € [1,n]. Une telle base trigonalise u.

IV Endomorphismes nilpotents

FE désigne toujours un K-espace vectoriel de dimension finie n.

Définition - Endomorphisme nilpotent

On dit que u € Z(F) est nilpotent s'il existe k € N tel que u* = 0 (g)- Dans ce cas, on appelle indice de
nilpotence de u le plus petit entier p tel que u? = 0.»(g).

Remarques.

— L’endomorphisme u est nilpotent d’indice p si et seulement si u? = 0 () et uP~l = Ozm-
— On introduit la méme notion pour les matrices de .#,,(K) : une matrice est nilpotente d’indice p si AP est nulle
et AP~! ne ’est pas.
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— Si u est nilpotent, alors u n’est pas bijectif, sinon u? le serait également. De méme, une matrice nilpotente n’est
pas inversible.

Indice de nilpotence et dimension

Siu e Z(F) est nilpotent, alors son indice p vérifie p < dim E.

Démonstration. Comme p est I'indice de nilpotence de u, on a uP~1 = 0 2 (E), ¢'est-a-dire qu’il existe x € E tel que
uP~Y(z) = Og. Nous allons montrer que la famille (z,u(z),...,uP~1(z)) est une famille libre de E, ce qui entrainera
que son cardinal p ne peut excéder dim F.

Soient Ag, ..., Ap—1 € K tels que Aoz + Mu(z) + ... + )\p_lup_l(x) = Og. Raisonnons par ’absurde, et supposons qu’il
existe ¢ € [0,p — 1] tel que A; = 0. On considére alors m le plus petit entier tel que A,;, = 0. On a alors

A ™ () + ..+ Ap_guP T (z) = 0p.
En composant par uP~™~! on obtient \,,uP~!(z) = 0, car pour tout i > m, uP~™ 1*(z) = uP(u=""Y(z)) = 0.

Comme uP~(z) = Op, ceci entraine que \,, = 0, ce qui est en contradiction, et conclut. O

Remarque. Par conséquent, si dim £ = n et u € Z(F) est nilpotent, alors u" = 0 (g).

Caractérisation des endomorphismes nilpotents

Un endomorphisme u est nilpotent si et seulement si y,, est scindé et u n’admet que 0 pour valeur propre.

Autrement dit, si dim E = n, u est nilpotent si et seulement si y, = X™.

Démonstration.

— Si u est nilpotent, considérons une valeur propre complexe de u notée A et un vecteur propre x associé. Comme
u(x) = Az, on a u*(x) = Az pour tout £ € N. Comme on sait que u" = 0.2 (g), ceci entraine que A"z = Op, puis
A=0car z =0g.

Ainsi, 0 est la seule valeur propre complexe (et donc la seule valeur propre réelle). On en déduit que x, = X",
qui est donc scindé.

— Si xy est scindé et Sp(u) = {Og}, alors u est trigonalisable et il existe une base & = (ey,...,e,) telle que
Matg(u) est de la forme 0 » =
*
0
On a alors u™ = 04 (g). Pour le voir, on montre par récurrence forte que uF(e) = O pour tout k € [1,n]. Le
cas k = 1 est clair, et si on suppose que u(e;) = ... = u*"!(ex_1) = 0, alors la forme de Matg(u) entraine
u(ey,) € Vect (eq, ... ex—1), donc uF(ex) € Vect (v (e1),...,u" " (er—1)) = {0g}.
Ainsi, on a en particulier u"(e1) = ... = u"(e,) = O, ce qui assure que u" = 0.»(g). O

Remarque. On a bien siir un résultat analogue pour les matrices.

V  Quelques applications de la réduction

1. Calcul des puissances d’une matrice

Si A € #,(K) est diagonalisable, et si 'on dispose de P € GL,,(K), de la matrice diagonale D € .4, (K) telles que
A = PDP~!, ainsi que de I'inverse de P, on peut alors calculer aisément les puissances de la matrice A en remarquant

ue
E VkeN, AF — ppkp-1,

par une récurrence immédiate. Or, si D = diag(A1,...,\,), on a D¥ = diag(\}, ..., \F) pour tout k e N.
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Remarque. Une application remarquable de ce résultat est I'étude de suite récurrente linéaire d’ordre p a coefficients
constants. Intéressons-nous au cas p = 2 : si a,b € R et u € RY vérifie

VneN, Upy2 = api1 + buy, (1)

VneN, (“nt1) = 01 tn
T \Ung2 a b) \Uns1/)’

Ainsi, en posant A = (0 i) et pour tout ne N, U, = ( n ), (m) s’écrit : Vn e N, Upiq = AU,.

a Un+1

alors () se récrit :

Une récurrence immédiate donne alors U, = A"Uj.

2. Résolution de systémes différentiels linéaires a coefficients constants

On s’intéresse ici a la résolution de systemes d’équations différentielles linéaires a coefficients constants, d’inconnues
les fonctions xy,...,x, :

x) 1,121 + ...+ ap 12y

T, = Apa%1 A+ ...+ Gy
Il(t)

En posant X : t — ( : ), le systéme se récrit matriciellement X’ = AX, ot A = (@i j)1<i,j<n-
T (t)

Si A est diagonalisable, on peut écrire A = PDP~1 ot P € GL,(K) et D est diagonale, notée D = diag(A1,..., \n).

Le systeme différentiel se récrit alors :
X' =AX < X' =PDP'X < P 'X'=DP'X < (P 'X)=DP'X).

En effet, P~1X' = (P_lX)/ par linéarité de la dérivation. Ainsi, en posant maintenant ¥ = P~'X, on est amené &

résoudre le systeme ,
Y1 = A

Y’ = DY clest-a-dire :
y;z = A\n¥Yn

e dernier systéme se résout aisément, et il ne reste plus qu’a retrouver X en remarquant que X = .
Ced yst t t, et il te plus qu’a ret X quant que X = PY

Remarques.
— On remarquera qu’il n’est pas nécessaire de calculer P! dans le calcul ci-dessus. La donnée de la matrice de
passage et de la matrice diagonale D dans la diagonalisation de A suffisent.

— Lorsque A n’est pas diagonalisable, mais trigonalisable (c’est le cas si on se place dans C par exemple), on peut
procéder de la méme maniere, & la différence que le systéme différentiel obtenu pour Y n’est plus diagonal mais
triangulaire. Ce dernier peut se résoudre pas a pas en remontant, comme pour les systémes linéaires triangulaires.

Exemple. Nous cherchons a résoudre le systeme d’équations différentielles sur R :

= =z +2z
y = Y
Z = 2z +z

() 10 2
On remarque que le systéme d’équations différentielles se récrit X' = AX, ou X : t — (y(t)) et A= (0 1 O> .
Or A a pour valeurs propres 1, —1 et 3, donc elle est diagonalisable. Par ailleurs, =(®)

0 1 1
Ker(A — I3) = Vect (é) , Ker(A + I3) = Vect ( 0 ) , Ker(A —3I3) = Vect <(1)> .

1 0 0 0o 1 1 N ~
Ainsi, A= PDP~', ou D = (0 -1 0),etP: <1 0 0).SiX:P_1X, on note X : ¢+ (
o 0 3 0 -1 1

&+ o o

NN

R B
A~~~

Le systeme X' = AX équivaut a X'=DX , qui est diagonal :

T = =z
/= =7
7 = 3z
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dont les solutions sont données par :
solutions du systeme de départ sont données par
z(t) = Be ™t + ye¥

>, c'est-a-dire VteR, { y(t) = ae’

y+Zz
T
2(t) = —Be”t + et

X_P)?_<
—j+z

Lycée Montesquieu
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