
MP – Mathématiques 2026-27

Chapitre 3

Réduction des endomorphismes

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C, et E est un K-espace vectoriel.

I Éléments propres
1. Valeurs propres, vecteurs propres d’un endomorphisme

Soit u P L pEq.

– On dit que λ P K est une valeur propre de u s’il existe x P Ezt0Eu tel que upxq “ λx. En d’autres termes
Kerpu ´ λ IdEq ­“ t0Eu.

– Si λ est une valeur propre de u, on appelle sous-espace propre associé à λ le sous-espace vectoriel

Eλpuq “ Kerpu ´ λ IdEq “ tx P E, upxq “ λxu.

Les vecteurs non nuls de Eλpuq sont appelés les vecteurs propres de u associés à la valeur propre λ.

Si E est de dimension, finie, on appelle spectre et on note Sppuq l’ensemble des valeurs propres de u.

Définition - Valeurs propres, vecteurs propres

Remarques.

– Un vecteur propre est toujours non nul !
– On généralise la notation Eλpuq “ Kerpu ´ λ IdEq à tout scalaire λ P K. Dans ce cas,

λ est valeur propre de u ô Eλpuq ­“ t0Eu ô dimEλpuq ě 1.

– On note bien que E0puq “ tx P E, upxq “ 0Eu “ Keru. Ainsi,

0 est valeur propre de u ô u est non inversible.

– Si λ P K, alors λ est valeur propre de u si et seulement si u´λ IdE est non injectif. Si de plus E est de dimension
finie, alors λ est valeur propre de u si et seulement si u ´ λ IdE est non inversible.

– En dimension quelconque, on dit que λ P K est une valeur spectrale de u si u ´ λ IdE n’est pas inversible, et on
note Sppuq l’ensemble des valeurs spectrales de u. En dimension finie, valeurs spectrales et valeurs propres sont
les mêmes objets.

Caractérisation des valeurs propres en dimension finie. On retiendra qu’en dimension finie, si u P L pEq et
λ P K,

λ P Sppuq ô detpu ´ λ IdEq “ 0.

Exemples.

1. L’endomorphisme nul u “ 0L pEq n’a que 0 pour valeur propre, et E0puq “ Keru “ E. Ainsi, tout vecteur non
nul de E est vecteur propre.

2. Cherchons les valeurs propres de l’endomorphisme φ de KrXs donné par φ : P ÞÑ P 1.

Si λ P K, et P P KrXszt0KrXsu vérifie φpP q “ λP , c’est-à-dire P 1 “ λP , alors λ “ 0 : le cas λ ­“ 0 est
impossible par un argument de degré. Ainsi, P 1 “ 0KrXs, donc P est constant.

Par conséquent, 0 est la seule valeur propre de φ, d’espace propre associé E0puq “ K0rXs.

3. On considère des sous-espaces vectoriels F et G supplémentaires dans E, et le projecteur p de E, sur F parallè-
lement à G. Supposons que λ P K et ppxq “ λx, alors
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– soit λ ­“ 0, alors comme λx P F , on a x P F , ce qui entraîne que ppxq “ x donc λ “ 1,
– soit λ “ 0, alors comme ppxq “ 0E , on a x P G.

Finalement, 0 et 1 sont les seules valeurs propres possibles, et on a E1ppq “ F , E0ppq “ G. Si F et G sont non
triviaux, les valeurs propres de p sont exactement 0 et 1.

4. Cherchons les valeurs propres de l’endomorphisme v P L pR3q dont la matrice dans la base canonique est donnée
par

A “

»

–

1 2 2
2 1 2
2 2 1

fi

fl .

On cherche les réels λ tels que v ´ λ IdR3 n’est pas inversible, c’est-à-dire detpA ´ λI3q ­“ 0, or

detpA ´ λI3q “

∣∣∣∣∣1 ´ λ 2 2
2 1 ´ λ 2
2 2 1 ´ λ

∣∣∣∣∣ “

∣∣∣∣∣5 ´ λ 2 2
5 ´ λ 1 ´ λ 2
5 ´ λ 2 1 ´ λ

∣∣∣∣∣ “ p5 ´ λq

∣∣∣∣∣1 2 2
1 1 ´ λ 2
1 2 1 ´ λ

∣∣∣∣∣
“ p5 ´ λq

∣∣∣∣∣1 2 2
0 ´1 ´ λ 0
0 0 ´1 ´ λ

∣∣∣∣∣.
Ainsi, detpA ´ λI3q “ p5 ´ λqp1 ` λq2, donc les valeurs propres de v sont ´1 et 5.

5. L’endomorphisme w P L pR2q dont la matrice dans la base canonique est donnée par M “

„

0 ´1
1 0

ȷ

n’a pas de
valeur propre (réelle).

En effet, pour tout λ P R, alors detpw ´ λ IdR2q “ detpM ´ λI2q “

∣∣∣´λ ´1
1 ´λ

∣∣∣ “ λ2 ` 1 ­“ 0.

Soient u P L pEq et λ1, . . . , λk des valeurs propres distinctes de u. La somme Eλ1puq`. . .`Eλk
puq des sous-espaces

propres est directe.

Théorème - Somme de sous-espaces propres

Démonstration. On raisonne par récurrence sur k.

– Si k “ 2, montrons que Eλ1
puq X Eλ2

puq “ t0Eu ce qui entraînera que la somme Eλ1
` Eλ2

est directe. Si
x P Eλ1

puq X Eλ2
puq, alors upxq “ λ1x et upxq “ λ2x, donc pλ2 ´ λ1qx “ 0E , ce qui donne x “ 0E car λ2 ­“ λ1.

– Soit k ě 3. Supposons que le résultat est vrai au rang k ´ 1. Soient λ1, . . . , λk des valeurs propres distinctes de
u, et px1, . . . , xkq P Eλ1

puq ˆ . . . ˆ Eλk
puq vérifiant x1 ` . . . ` xk “ 0E . On a alors

"

λkpx1 ` . . . ` xkq “ 0E
upx1q ` . . . ` upxkq “ 0E

donc
"

λkx1 ` . . . ` λkxk “ 0E
λ1x1 ` . . . ` λkxk “ 0E

En soustrayant les deux dernières égalités, on obtient

pλk ´ λ1qx1 ` . . . ` pλk ´ λk´1qxk´1 “ 0E

Par hypothèse de récurrence, la somme Eλ1puq ` . . . ` Eλk´1
puq est directe, donc pλk ´ λiqxi “ 0E pour tout

i P J1, k ´ 1K. Comme les λi sont distincts, on obtient x1 “ . . . “ xk´1 “ 0E , puis xk “ 0E . Ceci conclut.

Toute famille de vecteurs propres de u P L pEq associés à des valeurs propres de u distinctes est libre.

Corollaire - Famille de vecteurs propres associés à des valeurs propres distinctes

Démonstration. Soit pxiqiPI une famille de vecteurs propres de u associés à des valeurs propres λi distinctes. Il suffit
de montrer que toute sous-famille finie de pxiqiPI est libre.
On considère F une partie finie de I et on suppose que

ř

iPF

αixi “ 0E pour des scalaires αi. Comme
À

iPF

Eλi est directe
et les xi sont non nuls, αi “ 0 pour tout i P F .

Exemple. Pour tout k P N, on note fk : t ÞÑ ekt. La famille pfkqkPN est une famille libre de C 8pRq.

En effet, on considère l’endomorphisme φ : f ÞÑ f 1 de C 8pRq, et on remarque que pour tout k P N,
φpfkq “ kfk, donc fk est un vecteur propre associé à la valeur propre k de φ.
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Si E est de dimension finie n et u P L pEq, alors |Sppuq| ď n, et
ÿ

λPSppuq

dimEλpuq ď n.

Corollaire - Nombre de valeurs propres en dimension finie

Démonstration. D’après le résultat précédent, si |Sppuq| ą n, alors on dispose d’une famille libre de vecteurs propres
de cardinal excédent dimE ce qui est impossible. Ainsi |Sppuq| ď n, et

comme
à

λPSppuq

Eλpuq Ă E, on a
ÿ

λPSppuq

dimEλpuq ď dimE “ n.

On peut avoir
ř

λPSppuq

dimEλpuq ă n : il arrive par exemple que u n’ait pas de valeur propre, comme vu dans
l’exemple 5.

Le théorème suivant a des conséquences importantes, et doit être bien connu.

Soient u, v P L pEq. Si u ˝ v “ v ˝ u, alors les sous-espaces propres de u sont stables par v.

Théorème - Endomorphismes qui commutent et stabilité des sous-espaces propres

Démonstration. Soient λ P K et x P Eλpuq. Alors upvpxqq “ vpupxqq “ vpλxq “ λvpxq, donc vpxq P Eλpuq.

Remarques.

– Bien sûr, si u et v commutent, alors les sous-espaces propres de v sont également stables par u.
– Une conséquence de ce résultat est que si u et v commutent, alors on peut considérer l’endomorphisme induit

par v sur Eλpuq, ou l’endomorphisme induit par u sur Eλpvq.

2. Valeurs propres, vecteurs propres d’une matrice

Soit A P MnpKq. On dit que X P Mn,1pKq est vecteur propre de A si X est non nul et s’il existe λ P K tel que

AX “ λX.

On dit alors que λ est valeur propre de A. On appelle sous-espace propre associé à λ le sous-espace vectoriel
EλpAq “ KerpA ´ λInq, et spectre de A, noté SppAq, l’ensemble des valeurs propres de A.

Définition - Valeurs propres, vecteurs propres d’une matrice

Remarques.

– Comme pour les endomorphismes, λ P K est valeur propre de A si et seulement si EλpAq ­“ t0n,1u.

– On rappelle que l’endomorphisme canoniquement associé à la matrice A P MnpKq est l’endomorphisme φA de
Kn qui a A pour matrice dans la base canonique. En identifiant Kn à Mn,1pKq,

φA : Mn,1pKq Ñ Mn,1pKq

X ÞÑ AX

Par définition, les valeurs propres, vecteurs propres, spectre de A ne sont autres que les valeurs propres, vecteurs
propres, spectre de l’endomorphisme φA.

– Si A P MnpRq, alors bien sûr A P MnpCq, et on peut considérer son spectre comme matrice à coefficients dans
R ou dans C, ce qui n’est pas toujours la même chose. On notera dans ce cas SpRpAq ou SpCpAq pour préciser
le point de vue.
Dans le cas où A P MnpRq, si λ P SpCpAq, alors λ̄ P SpCpAq : si X est un vecteur non nul tel que AX “ λX,

AX “ AX “ λX “ λ̄X.

Exemples.

Lycée Montesquieu 3



MP – Mathématiques 2026-27

1. Si A “

ˆ

0 1
0 0

˙

, alors : A

ˆ

x
y

˙

“ λ

ˆ

x
y

˙

ô

ˆ

y
0

˙

“ λ

ˆ

x
y

˙

. On en déduit que SppAq “ t0u. Par ailleurs,

E0pAq “ KerpAq “

"ˆ

x
0

˙

, x P K
*

“ Vect

ˆ

1
0

˙

.

2. Si B “

ˆ

0 ´1
1 0

˙

, nous avons vu que SpRpBq “ ∅. Comme detpB ´ λI2q “ ´pλ2 ` 1q, on a SpCpAq “ t´i, iu.

Soient A,B P MnpKq. Si A et B sont semblables, alors SppAq “ SppBq.

Théorème - Spectre et matrices semblables

Démonstration. Si A et B sont semblables, il existe une matrice inversible P telle que B “ P´1AP . Ainsi, on a
B ´ λIn “ P´1pA ´ λInqP , donc detpB ´ λInq “ detpA ´ λInq, et A ´ λIn P GLnpKq ô B ´ λIn P GLnpKq.

On suppose E de dimension finie. Soient u P L pEq, B une base de E, et A “ MatBpuq. Alors

– Sppuq “ SppAq,
– si x P E, alors x P Eλpuq ô MatBpxq P EλpAq,

Théorème - Élément propre d’un endomorphisme, éléments propres de sa matrice dans une base

Démonstration. Simple conséquence du résultat sur le calcul des coordonnées de upxq dans la base B.

Ce dernier résultat justifie que l’étude des valeurs propres est analogue pour un endomorphisme ou pour une matrice
réelle. Dans la suite, les résultats seront énoncés parfois dans un cadre, et parfois dans un autre.

3. Polynôme caractéristique d’une matrice

Si A P MnpKq, alors detpXIn ´Aq est un polynôme, appelé polynôme caractéristique de A, et souvent noté χA.

Définition-théorème - Polynôme caractéristique d’une matrice carrée

Démonstration. Par définition du déterminant d’une matrice, on a

detpXIn ´ Aq “
ÿ

σPSn

εpσq

n
ź

i“1

pXIσpiq,i ´ aσpiq,iq

loooooooooooomoooooooooooon

PKnrXs

P KnrXs

en tant que somme finie de polynôme de KnrXs.

Comme nous allons le voir, l’intérêt du polynôme caractéristique d’une matrice A réside dans ses racines, qui sont
exactement les valeurs propres de A.

Si A P MnpKq, alors λ P K est valeur propre de A si et seulement si χApλq “ 0. Autrement dit, les valeurs propres
de A sont exactement les racines du polynôme caractéristique χA.

Théorème - Polynôme caractéristique et valeurs propres

Démonstration. Si λ P K, on a : λ P SppAq ô KerpA ´ λInq ­“ t0n,1u ô detpA ´ λInq “ 0 ô χApλq “ 0.

Exemple. Si A “

„

0 1
0 0

ȷ

, alors χA “

∣∣∣∣X ´1
0 X

∣∣∣∣ “ X2, donc on retrouve que la seule valeur propre de A est 0.

Si n P N‹ et A P MnpKq, alors degχA “ n, et χA est de la forme

χA “ Xn ´ trpAqXn´1 ` . . . ` p´1qn detA.

Théorème - Propriétés du polynôme caractéristique
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Autrement dit, si A “
n
ř

k“0

akX
k, alors an “ 1, an´1 “ ´ trpAq et a0 “ p´1qn.

Remarques.

– On retiendra donc que χA est unitaire.
– Il arrive que le polynôme caractéristique de A soit défini par detpA´XInq, ce qui revient à multiplier le polynôme
χA ci-dessus par p´1qn. Les racines étant inchangées, elles sont toujours les valeurs propres de A.
Pour ce choix, le coefficient dominant du polynôme obtenu est p´1qn, et son coefficient constant vaut detA.

Démonstration. On a

χA “ detpXIn ´ Aq “
ÿ

σPSn

εpσq

n
ź

i“1

pXIσpiq,i ´ aσpiq,iq “
ÿ

σPSn

εpσq

n
ź

i“1

pδσpiq,iX ´ aσpiq,iq.

Intéressons-nous à chacun des termes de cette dernière somme.

– Si σ “ Id, alors εpσq
n

ś

i“1

pδσpiq,iX ´ aσpiq,iq “ pX ´ a1,1q . . . pX ´ an,nq. Or ce dernier polynôme s’écrit

pX ´ a1,1q . . . pX ´ an,nq “ Xn ´ pa1,1 ` . . . ` an,nqXn´1 ` P “ Xn ´ trpAqXn´1 ` P,

où P P Kn´2rXs d’après les relations coefficients racines.

– Pour toute permutation σ ­“ Id, il existe au moins deux entiers distincts i, j tels que σpiq ­“ i et σpjq ­“ j (σ ne
peut pas fixer exactement n ´ 1 entiers). Alors

n
ś

i“1

pδσpiq,iX ´ aσpiq,iq P Kn´2rXs

Finalement, il existe Q P Kn´2rXs tel que χA “ Xn ´ trpAqXn´1 `Q. Par ailleurs, χAp0q “ detp´Aq “ p´1qn detpAq,
donc le terme constant de χA est p´1qn detpAq.

Si A P MnpKq est triangulaire, de coefficients diagonaux λ1, . . . , λn, alors les valeurs propres de A sont ses
coefficients diagonaux, et

detA “ pX ´ λ1q . . . pX ´ λnq.

Théorème - Polynôme caractéristique d’une matrice triangulaire

Démonstration. La matrice XIn ´ A est triangulaire, donc son déterminant d’une matrice triangulaire est le produit
de ses coefficients diagonaux.

Si A P MnpKq est triangulaire par blocs, de blocs diagonaux carrés A1, . . . , Ak, alors

χA “ χA1 . . . χAk
.

Théorème - Polynôme caractéristique d’une matrice triangulaire par blocs

Démonstration. Le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs de la forme ci-dessus est le produit des détermi-
nants des blocs diagonaux.

Si A,B P MnpKq sont deux matrices semblables, alors χA “ χB .

Théorème - Polynôme caractéristique et matrices semblables

Démonstration. Si A,B sont semblables, il existe P P GL´npKq tel que B “ P´1AP , donc

χB “ detpP´1AP ´ XInq “ detpP´1pA ´ λInqP q “ detpA ´ XInq “ χA.

Remarque. On peut donc ajouter le polynôme caractéristique à la liste des invariants de similitude déjà connus (le
rang, la trace, le déterminant).
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4. Polynôme caractéristique d’un endomorphisme

Comme nous venons de le voir, deux matrices semblables ont même polynôme caractéristique. Ainsi, toutes les matrices
représentant un même endomorphisme u ont même polynôme caractéristique, qu’on notera alors χu.

Si E est de dimension finie et u P L pEq, alors on appelle polynôme caractéristique de u le polynôme caractéristique
de toute matrice représentant u.

Définition - Polynôme caractéristique d’un endomorphisme en dimension finie

Exemple. Si dimE “ n et u “ λ IdE , avec λ P K, alors χu “ pX ´ λqn : si B est une base de E, la matrice A de u
dans la base B est A “ λIn, donc

χu “ detpXIn ´ Aq “

∣∣∣∣∣
X ´ λ

. . .
X ´ λ

∣∣∣∣∣ “ pX ´ λqn.

Remarque. Les propriétés du polynôme caractéristique de u P L pEq sont donc les mêmes que celles énoncées pour
les matrices. En particulier :

– Si dimE “ n, alors on a χu “ Xn ´ trpuqXn´1 ` . . . ` p´1qn detu.
– Les valeurs propres de u sont exactement les racines de χu.

Soient u P L pEq, où E est supposé de dimension finie, F un sous-espace vectoriel de E stable par u, et uF

l’endomorphisme induit par u sur F . Alors,
χuF

| χu.

Théorème - Polynôme caractéristique d’un endomorphisme induit

Démonstration. On complète une base de BF de F en une base B de E. Comme F est stable par u, la matrice
MatBpuq s’écrit

M “

„

A1 ‹

0 A2

ȷ

, où A1 “ MatBF
puF q.

Ainsi, χu “ χM “ χA1χA2 , mais on a aussi χuF
“ χA1 , ce qui conclut.

Remarques.

– On déduit donc immédiatement que, avec les mêmes notations que dans le théorème, SppuF q Ă Sppuq.
– Si F est un sous-espace propre Eλpuq, alors F est stable par u, et uF “ λ IdF . Le théorème entraîne alors que
χuF

| χu, c’est-à-dire pX ´ λqd | φu, où d “ dimF .

5. Valeurs propres et multiplicités

Si E est de dimension finie et u P L pEq, on appelle multiplicité (algébrique) d’une valeur propre λ de u sa
multiplicité en tant que racine de χu, on la notera souvent mpλq.
De même, si A P MnpKq et λ P SppAq, on appelle multiplicité de λ sa multiplicité en tant que racine de χA.

Définition - Multiplicité d’une valeur propre

Exemple. Si A “

„

0 1
0 0

ȷ

, alors χA “ X2, et 0 est valeur propre de multiplicité 2 de A. On parle aussi de valeur propre
double.

Remarques.

– Si A P MnpRq et λ est une valeur propre complexe de A, alors comme λ est racine de χA P RrXs, λ̄ l’est
également, de même multiplicité. Par conséquent, les valeurs propres λ et λ̄ ont même multiplicité.

– Comme pour les racines d’un polynôme, on dira que les valeurs propres de A sont comptées avec leur multiplicité
quand elles sont chacune répétées autant de fois que leur multiplicité.
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Soit A P MnpKq.

– Si K “ C, alors A admet exactement n valeurs propres, comptées avec leur multiplicité.
– Si K “ R, alors A admet au plus n valeurs propres, comptées avec leur multiplicité.

De plus, si λ1, . . . , λn sont les valeurs propres complexes de A, comptées avec leur multiplicité, alors

trA “ λ1 ` . . . ` λn, et detA “ λ1 . . . λn.

Théorème - Nombre de valeurs propres

Démonstration. On sait que λ P K est valeur propre de A si et seulement si χApλq “ 0, or si K “ C, χA admet n
racines comptées avec multiplicité, et si K “ R, χA en admet au plus n.
Par ailleurs, par les relations coefficients-racines de Viète, si χA “ Xn ` an´1X

n ` . . . ` a0, alors λ1 . . . λn “ p´1qna0
et λ1 ` . . . ` λn “ ´an´1. Comme a0 “ p´1qn detA et an´1 “ ´ trA, on obtient le résultat.

Exemple. Si A “

„

0 ´1
1 0

ȷ

, alors χA “ X2 ` 1, donc SpRpAq “ ∅ et SpCpAq “ t´i, iu.

Remarques.

– Si λ1, . . . , λn sont les valeurs propres complexes de A comptées avec leur multiplicité, alors on a toujours

mpλ1q ` . . . ` mpλnq “ n.

– On notera que dimEλpuq n’est pas toujours égal à mpλq : dans l’exemple ci-dessus, 0 est valeur propre de
multiplicité 2, mais dimE0pAq “ 1.
Le résultat ci-dessous montre qu’en revanche, la multiplicité algébrique est toujours au moins aussi grande que
la multiplicité géométrique.

Si E est de dimension finie, u P L pEq et λ est une valeur propre de u de multiplicité mpλq, alors

1 ď dimEλpuq ď mpλq.

Théorème - Dimension des sous-espaces propres et multiplicité

Remarque. De même, pour une matrice A P MnpKq, si λ P SppAq est de multiplicité mpλq, alors dimEλpAq ď mpλq.

Démonstration. Pour tout λ P Sppuq, comme Eλpuq est stable par u, on peut introduire l’endomorphisme uλ induit
par u sur Eλpuq. Par ailleurs, par définition de Eλpuq, on a uλ “ λ IdEλpuq. Par conséquent, χuλ

“ pX ´ λqd, où
d “ dimEλpuq, alors . Comme χuλ

| χu,

pX ´ λqd | χu, donc d ď mpλq.

Par ailleurs, comme λ est valeur propre de u, il existe un vecteur non nul x P Eλpuq, donc dimEλpuq ě 1.

Si E est de dimension finie et λ est valeur propre simple de u P L pEq, alors dimEλpuq “ 1.

Corollaire - Valeur propre simple

Démonstration. D’après le théorème, on a 1 ď dimEλpuq ď mpλq “ 1.

Exemple. On considère la matrice

A “

»

–

4 1 ´1
2 3 ´1
2 1 1

fi

fl

dont on cherche les valeurs propres et leur multiplicité. On remarque que rgpA ´ 2I3q “ rg

„

2 1 ´1
2 1 ´1
2 1 ´1

ȷ

“ 1.
Ainsi, 2 P SppAq, et dimE2pAq “ dimKerpA ´ 2I3q “ 2, et mp2q ě 2.
On sait que 2 est au moins valeur propre double de A. On obtient la dernière valeur propre λ en remarquant que
2 ` 2 ` λ “ trpAq “ 8, ce qui donne λ “ 4.
Par conséquent, 2 est valeur propre double de A, et 4 est valeur propre simple.
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II Diagonalisation
Dans toute la suite, E est supposé de dimension finie n.

1. Définition

On dit que u P L pEq est diagonalisable s’il existe une base B de E dans laquelle la matrice de u est diagonale.
Dans ce cas, MatBpuq “ diagpλ1, . . . , λnq, où λ1, . . . , λn sont les valeurs propres de u.

Définition-théorème - Diagonalisabilité d’un endomorphisme

Démonstration. On sait que u et MatBpuq ont les mêmes valeurs propres, or les valeurs propres d’une matrice
diagonale sont ses coefficients diagonaux.

Exemples.

1. L’application IdE et l’application nulle sont diagonalisables.
2. Comme on l’a vu, un projecteur, une symétrie de E sont diagonalisables.

Une matrice de MnpKq est dite diagonalisable si et seulement si elle est semblable à une matrice diagonale.
Définition - Diagonalisabilité d’une matrice carrée

Exemple. La matrice In et la matrice nulle sont diagonales donc évidemment diagonalisables.

Remarque. Si u P L pEq et B est une base de E, alors u est diagonalisable si et seulement si la matrice MatBpuq est
diagonalisable.

2. Conditions nécessaires et suffisantes de diagonalisabilité

Les conditions suivantes sont énoncées dans le cas d’un endomorphisme, mais sont également valables pour une matrice
carrées en adaptant leur énoncé.

Un endomorphisme u P L pEq est diagonalisable si et seulement s’il existe une base de E constituée de vecteurs
propres de u.

Théorème - Condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité

Démonstration. Si u est diagonalisable, on note B “ px1, . . . , xnq une base dans laquelle la matrice de u est diagonale,
on note MatBpuq “ diagpλ1, . . . , λnq. Ceci entraîne que pour tout i P J1, nK, upxiq “ λxi, donc B est constituée de
vecteurs propres. Réciproquement, si B est une base de vecteurs propres de u, MatBpuq est diagonale.

Remarques.

– On a un résultat analogue pour les matrices.
– Si une matrice A P MnpKq est diagonalisable, nous avons donc montré que A est semblable à une matrice

diagonale dont les coefficients diagonaux sont exactement les valeurs propres.

Exemples.

1. Reprenons l’exemple de la matrice A “

„

4 1 ´1
2 3 ´1
2 1 1

ȷ

étudié plus haut.

Comme dimE2pAq “ 2 et dimE4pAq “ 1, on obtient une base de M3,1pKq faite de vecteurs propres
de A en concaténant une base de E2pAq et une base de E4pAq, qui sont en somme directe. Ainsi, A
est diagonalisable.

2. On considère la matrice B “

„

0 1
0 0

ȷ

.

Nous avons vu plus haut que SppMq “ t0u, et dimE0pBq “ 1. Ainsi, il n’existe pas de famille libre de
2 vecteurs propres, donc pas de base de diagonalisation de B, qui n’est pas diagonalisable.

Lycée Montesquieu 8



MP – Mathématiques 2026-27

Autre point de vue : comme SppBq “ t0u, si B était diagonalisable, elle serait semblable à la matrice
nulle, donc elle serait nulle.

3. On considère la matrice C “

„

1 1
0 1

ȷ

.

La matrice C est triangulaire et ses coefficients diagonaux sont tous égaux à 1, donc SppCq “ t1u. Si
C était diagonalisable, elle serait semblable à diagp1, 1q “ I2, donc on aurait C “ I2. Ainsi, C n’est
pas diagonalisable.

Le résultat suivant permet de caractériser la diagonalisabilité à l’aide des sous-espaces propres.

Soit u P L pEq. Il y a équivalence entre les assertions suivantes.

i. u est diagonalisable.

ii. E “
à

λPSppuq

Eλpuq.

iii. dimE “
ř

λPSppuq

dimEλpuq.

iv. χu est scindé, et pour tout λ P Sppuq, dimEλpuq “ mpλq.

Théorème - Caractérisations de la diagonalisabilité

Démonstration. On note λ1, . . . , λk les valeurs propres de u et mi “ mpλiq pour tout i P J1, kK.
– i. ñ ii. : si u est diagonalisable, tout vecteur de E s’écrit comme somme de vecteurs propres. Par ailleurs, cette

écriture est unique car les sous-espaces propres distincts sont en somme directe.
– ii. ñ iii. : c’est une conséquence du caractère direct de la somme.
– iii. ñ iv. : pour tout λ P Sppuq, on a dimEλpuq ď mpλq, donc

n “ dimE “
ř

λPSppuq

dimEλpuq ď
ř

λPSppuq

mpλq ď

car degχu “ n

n.

Ainsi, l’inégalité est une égalité, et
ř

λPSppuq

pmpλq ´ dimEλpuq
loooooooooomoooooooooon

ě0

q “ 0, donc pour tout λ P Sppuq, dimEλpuq “ mpλq.

Par ailleurs, on sait que pX ´ λ1qm1 . . . pX ´ λkqmk divise χu. Comme de plus m1 ` . . . ` mk “ n et χu est
unitaire, on a χu “ pX ´ λ1qm1 . . . pX ´ λkqmk qui est donc scindé.

– iv. ñ i. : on suppose iv. Comme les sous-espaces propres sont en somme directe, on obtient une famille libre
en concaténant des bases de Eλ1

, . . . , Eλk
, de cardinal dimEλ1

` . . . dimEλk
“ m1 ` . . . ` mk. Comme χu est

scindé, on a χu “ pX ´ λ1qm1 . . . pX ´ λkqmk , et m1 ` . . . ` mk “ n. On a alors obtenu une famille libre de n
vecteurs propres de u qui est donc une base de E car de bon cardinal. Ainsi, u est diagonalisable.

Si u P L pEq et χu est scindé à racines simples, alors u est diagonalisable.

Corollaire - Condition suffisante de diagonalisabilité

Démonstration. Si χu est scindé à racines simples, alors u n’a que des valeurs propres simples, et on sait donc que
pour tout λ P Sppuq, on a dimEλpuq “ 1, donc dimEλpuq “ mpλq, ce qui conclut.

Remarque. En particulier, si χu n’est pas scindé, alors u n’est pas diagonalisable. Ceci n’est possible que sur R, car
tout polynôme est scindé sur C.

Exemple. La matrice A “

ˆ

0 1
´1 0

˙

n’est pas diagonalisable sur R, car χA “ X2 ` 1 n’est pas scindé sur R.

Remarque. Lorsque u est scindé, par exemple dans le cas K “ C, on cherche à vérifier si dimEλpuq “ mpλq pour
toute valeur propre λ. Pour trouver dimEλpuq, il est parfois utile de se ramener à un calcul de rang : par le théorème
du rang,

dimEλpuq “ n ´ rgpu ´ λ IdEq.
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Exemple. Etudions la diagonalisabilité de la matrice de M3pRq donnée par A “

¨

˝

0 0 2
1 0 ´5
0 1 4

˛

‚. On a

χA “ pX ´ 1q2pX ´ 2q.

Ainsi, χA est scindé, et A a 2 pour valeur propre simple, et 1 pour valeur propre double. Par ailleurs,

dimE1pAq “ 3 ´ rgpA ´ I3q “ 3 ´ rg

¨

˝

´1 0 2
1 ´1 ´5
0 1 3

˛

‚ “ 1.

Comme dimE1pAq ­“ mp1q, la matrice A n’est pas diagonalisable.

3. Diagonalisation

On dit qu’on diagonalise une matrice diagonalisable A P MnpKq lorsqu’on explicite une matrice P P GLnpKq et une
matrice diagonale D P MnpKq telles que A “ PDP´1.

Pour diagonaliser une matrice A P MnpKq diagonalisable,

1. on trouve les valeurs propres, par exemple en scindant le polynôme caractéristique,
2. pour chaque valeur propre λ, on trouve une base de kerpA ´ λInq,
3. on concatène ces bases pour obtenir une base de diagonalisation B1,
4. on obtient la matrice P comme matrice de passage de la base canonique B à la base B1 :

P “ PB,B1 “ MatBpB1q.

Dans la pratique, P est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs propres de A, dans l’ordre donné par la
base B1.

Diagonalisation d’une matrice

III Trigonalisation
On rappelle que E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie notée n.

– Un endomorphisme u P L pEq est dit trigonalisable s’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u
est triangulaire.

– Une matrice de MnpKq est dite trigonalisable si elle est semblable à une matrice triangulaire.

Définition - Endomorphisme trigonalisable, matrice trigonalisable

Remarque. Comme pour la diagonalisabilité, si u P L pEq et B est une base de E, alors u est trigonalisable si et
seulement si MatBpuq est trigonalisable.

Un endomorphisme u P L pEq est trigonalisable si et seulement si son polynôme caractéristique χu est scindé.

Théorème - Condition nécessaire et suffisante de trigonalisabilité

Démonstration.

– Si u est trigonalisable, alors il existe une base B de E dans laquelle la matrice A “ MatBpuq de E est triangulaire.
Si on note λ1, . . . , λn les coefficients diagonaux de A, alors le polynôme caractéristique de u est donné par

χu “
n

ś

i“1

pX ´ λiq, donc χu est scindé.

– Montrons par récurrence sur n que si χu est scindé, alors u est trigonalisable.

˛ Si n “ 1, le résultat est évident.
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˛ Soit n ě 2. On suppose le résultat vrai en dimension n ´ 1. Si u P L pEq avec dimE “ n et χu est scindé,
alors χu admet au moins une racine λ, qui est donc valeur propre de u. On considère alors un vecteur
propre x de u associé à λ, et on complète en une base B “ px, e2, . . . , enq de E. Dans cette base, la matrice
A “ MatBpuq est de la forme

A “

»

—

—

–

λ ‹ ¨ ¨ ¨ ‹

0
... A1

0

fi

ffi

ffi

fl

car upxq “ λx. On a χu “ χA “ pX ´λqχ1
A donc, comme χu est scindé, χA1 l’est également. Par hypothèse

de récurrence, la matrice A1 P Mn´1pKq est donc trigonalisable, et il existe Q P GLn´1pKq telle que Q´1A1Q
est triangulaire. On remarque que si

P “

»

—

—

–

1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0
... Q
0

fi

ffi

ffi

fl

, alors P´1 “

»

—

—

–

1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0
... Q´1

0

fi

ffi

ffi

fl

, et P´1AP “

»

—

—

–

λ ‹ ¨ ¨ ¨ ‹

0
... Q´1A1Q
0

fi

ffi

ffi

fl

.

Ainsi, P´1AP est triangulaire, ce qui conclut.

Remarque. De même, une matrice A P MnpKq est trigonalisable si et seulement si χA est scindé.

Toute matrice A P MnpCq est trigonalisable.

Corollaire

Démonstration. Comme tout polynôme de C est scindé, χA est scindé et le théorème permet de conclure.

Remarques.

– Ainsi, si A P MnpCq, alors A est semblable à une matrice de la forme
»

—

—

—

–

λ1 ‹ ¨ ¨ ¨ ‹

λ2

. . .
...

. . . ‹

λn

fi

ffi

ffi

ffi

fl

,

où λ1, . . . , λn sont les valeurs propres complexes de A (écrites avec multiplicité). On retrouve donc

trA “ λ1 ` . . . ` λn, et detA “ λ1 . . . λn.

– Il n’est pas difficile de voir que u P L pEq est trigonalisable si et seulement s’il existe une des sous-espaces
vectoriels E1, . . . , En stables par u, tels que

E1 Ă E2 Ă . . . Ă En “ E, et @k P J1, nK, dimEk “ k.

La suite E1, . . . , En de sous-espaces vectoriels est appelée un drapeau de E. Une base pe1, . . . , enq de E est dite
adaptée au drapeau si pe1, . . . , ekq est une base de Ek pour tout k P J1, nK. Une telle base trigonalise u.

IV Endomorphismes nilpotents
E désigne toujours un K-espace vectoriel de dimension finie n.

On dit que u P L pEq est nilpotent s’il existe k P N tel que uk “ 0L pEq. Dans ce cas, on appelle indice de
nilpotence de u le plus petit entier p tel que up “ 0L pEq.

Définition - Endomorphisme nilpotent

Remarques.

– L’endomorphisme u est nilpotent d’indice p si et seulement si up “ 0L pEq et up´1 ­“ 0L pEq.
– On introduit la même notion pour les matrices de MnpKq : une matrice est nilpotente d’indice p si Ap est nulle

et Ap´1 ne l’est pas.

Lycée Montesquieu 11



MP – Mathématiques 2026-27

– Si u est nilpotent, alors u n’est pas bijectif, sinon up le serait également. De même, une matrice nilpotente n’est
pas inversible.

Si u P L pEq est nilpotent, alors son indice p vérifie p ď dimE.

Théorème - Indice de nilpotence et dimension

Démonstration. Comme p est l’indice de nilpotence de u, on a up´1 ­“ 0L pEq, c’est-à-dire qu’il existe x P E tel que
up´1pxq ­“ 0E . Nous allons montrer que la famille px, upxq, . . . , up´1pxqq est une famille libre de E, ce qui entraînera
que son cardinal p ne peut excéder dimE.
Soient λ0, . . . , λp´1 P K tels que λ0x` λ1upxq ` . . .` λp´1u

p´1pxq “ 0E . Raisonnons par l’absurde, et supposons qu’il
existe i P J0, p ´ 1K tel que λi ­“ 0. On considère alors m le plus petit entier tel que λm ­“ 0. On a alors

λmumpxq ` . . . ` λp´1u
p´1pxq “ 0E .

En composant par up´m´1, on obtient λmup´1pxq “ 0E , car pour tout i ą m, up´m´1`ipxq “ uppui´m´1pxqq “ 0E .
Comme up´1pxq ­“ 0E , ceci entraîne que λm “ 0, ce qui est en contradiction, et conclut.

Remarque. Par conséquent, si dimE “ n et u P L pEq est nilpotent, alors un “ 0L pEq.

Un endomorphisme u est nilpotent si et seulement si χu est scindé et u n’admet que 0 pour valeur propre.
Autrement dit, si dimE “ n, u est nilpotent si et seulement si χu “ Xn.

Théorème - Caractérisation des endomorphismes nilpotents

Démonstration.

– Si u est nilpotent, considérons une valeur propre complexe de u notée λ et un vecteur propre x associé. Comme
upxq “ λx, on a ukpxq “ λkx pour tout k P N. Comme on sait que un “ 0L pEq, ceci entraîne que λnx “ 0E , puis
λ “ 0 car x ­“ 0E .
Ainsi, 0 est la seule valeur propre complexe (et donc la seule valeur propre réelle). On en déduit que χu “ Xn,
qui est donc scindé.

– Si χu est scindé et Sppuq “ t0Eu, alors u est trigonalisable et il existe une base B “ pe1, . . . , enq telle que
MatBpuq est de la forme »

—

–

0 ‹ ‹

. . . ‹

0

fi

ffi

fl

On a alors un “ 0L pEq. Pour le voir, on montre par récurrence forte que ukpekq “ 0E pour tout k P J1, nK. Le
cas k “ 1 est clair, et si on suppose que upe1q “ . . . “ uk´1pek´1q “ 0E , alors la forme de MatBpuq entraîne

upekq P Vect pe1, . . . , ek´1q , donc ukpekq P Vect
`

uk´1pe1q, . . . , uk´1pek´1q
˘

“ t0Eu.

Ainsi, on a en particulier unpe1q “ . . . “ unpenq “ 0E , ce qui assure que un “ 0L pEq.

Remarque. On a bien sûr un résultat analogue pour les matrices.

V Quelques applications de la réduction
1. Calcul des puissances d’une matrice

Si A P MnpKq est diagonalisable, et si l’on dispose de P P GLnpKq, de la matrice diagonale D P MnpKq telles que
A “ PDP´1, ainsi que de l’inverse de P , on peut alors calculer aisément les puissances de la matrice A en remarquant
que

@k P N, Ak “ PDkP´1,

par une récurrence immédiate. Or, si D “ diagpλ1, . . . , λnq, on a Dk “ diagpλk
1 , . . . , λ

k
nq pour tout k P N.
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Remarque. Une application remarquable de ce résultat est l’étude de suite récurrente linéaire d’ordre p à coefficients
constants. Intéressons-nous au cas p “ 2 : si a, b P R et u P RN vérifie

@n P N, un`2 “ aun`1 ` bun, (1)

alors (1) se récrit :
@n P N,

ˆ

un`1

un`2

˙

“

ˆ

0 1
a b

˙ ˆ

un

un`1

˙

.

Ainsi, en posant A “

´

0 1
a b

¯

et pour tout n P N, Un “

´

un

un`1

¯

, (1) s’écrit : @n P N, Un`1 “ AUn.

Une récurrence immédiate donne alors Un “ AnU0.

2. Résolution de systèmes différentiels linéaires à coefficients constants

On s’intéresse ici à la résolution de systèmes d’équations différentielles linéaires à coefficients constants, d’inconnues
les fonctions x1, . . . , xn : $

’

&

’

%

x1
1 “ a1,1x1 ` . . . ` an,1xn

...
x1
n “ an,1x1 ` . . . ` an,nxn

En posant X : t ÞÑ

˜

x1ptq

...
xnptq

¸

, le système se récrit matriciellement X 1 “ AX, où A “ pai,jq1ďi,jďn.

Si A est diagonalisable, on peut écrire A “ PDP´1, où P P GLnpKq et D est diagonale, notée D “ diagpλ1, . . . , λnq.
Le système différentiel se récrit alors :

X 1 “ AX ô X 1 “ PDP´1X ô P´1X 1 “ DP´1X ô pP´1Xq
1

“ DpP´1Xq.

En effet, P´1X 1 “ pP´1Xq
1 par linéarité de la dérivation. Ainsi, en posant maintenant Y “ P´1X, on est amené à

résoudre le système

Y 1 “ DY c’est-à-dire

$

’

&

’

%

y1
1 “ λ1y1

...
y1
n “ λnyn

Ce dernier système se résout aisément, et il ne reste plus qu’à retrouver X en remarquant que X “ PY .

Remarques.

– On remarquera qu’il n’est pas nécessaire de calculer P´1 dans le calcul ci-dessus. La donnée de la matrice de
passage et de la matrice diagonale D dans la diagonalisation de A suffisent.

– Lorsque A n’est pas diagonalisable, mais trigonalisable (c’est le cas si on se place dans C par exemple), on peut
procéder de la même manière, à la différence que le système différentiel obtenu pour Y n’est plus diagonal mais
triangulaire. Ce dernier peut se résoudre pas à pas en remontant, comme pour les systèmes linéaires triangulaires.

Exemple. Nous cherchons à résoudre le système d’équations différentielles sur R :
$

&

%

x1 “ x `2z
y1 “ y
z1 “ 2x `z

On remarque que le système d’équations différentielles se récrit X 1 “ AX, où X : t ÞÑ

ˆ

xptq
yptq
zptq

˙

et A “

ˆ

1 0 2
0 1 0
2 0 1

˙

.
Or A a pour valeurs propres 1, ´1 et 3, donc elle est diagonalisable. Par ailleurs,

KerpA ´ I3q “ Vect

ˆ

0
1
0

˙

, KerpA ` I3q “ Vect

ˆ

1
0

´1

˙

, KerpA ´ 3I3q “ Vect

ˆ

1
0
1

˙

.

Ainsi, A “ PDP´1, où D “

ˆ

1 0 0
0 ´1 0
0 0 3

˙

, et P “

ˆ

0 1 1
1 0 0
0 ´1 1

˙

. Si rX “ P´1X, on note rX : t ÞÑ

ˆ

x̃ptq
ỹptq
z̃ptq

˙

.

Le système X 1 “ AX équivaut à rX 1 “ D rX, qui est diagonal :
$

&

%

x̃1 “ x̃
ỹ1 “ ´ỹ
z̃1 “ 3z̃
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dont les solutions sont données par : x̃ : t ÞÑ αet, ỹ : t ÞÑ βe´t, z̃ : t ÞÑ γe3t, où α, β, γ P R. Ainsi, les
solutions du système de départ sont données par

X “ P rX “

˜

ỹ ` z̃
x̃

´ỹ ` z̃

¸

, c’est-à-dire @t P R,

$

&

%

xptq “ βe´t ` γe3t

yptq “ αet

zptq “ ´βe´t ` γe3t
avec α, β, γ P R.
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