MP — Mathématiques 2026-27

Chapitre 2

Déterminants

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C, et n désigne un entier non nul.
|  Généralités
1. Signature d’'une permutation

On rappelle que toute permutation o € &,, peut s’écrire comme un produit de cycles disjoints, ainsi que comme un
produit de transpositions.

Exemple. Si o € Gg est donnée par o = (éll z g ;l ? g), alors o = (14 3 5)(2 6), puis on obtient le produit
de transpositions :

o= (14)(43)(35)(26).

Remarque. Comme vu en lére année, le nombre de transpositions dans la décomposition d’une permutation en produit
de transpositions n’est pas unique, mais sa parité ’est.

Signature. On rappelle que la signature ¢ : &,, — {—1,1} est un morphisme de groupe tel que pour toute
permutation o € S,,,

o) = 1 si le nombre de transpositions dans la décomposition de o est pair,
N —1 sile nombre de transpositions dans la décomposition de o est impair.

Remarque. On peut aussi trouver la signature d’'une permutation a partir de la décomposition en produit de cycles
disjoints (unique & ordre des facteurs pres), en remarquant que si o est un k-cycle, alors e(o) = (—1)*~1.

Exemple. Si, comme dans l’exemple précédent, o = (1 4 3 5) (2 6), alors :

— comme o = (14)(43)(35)(26),onac(o) =1,
— alternativement, on peut écrire e(0) = e((1435)) x ((26)) = (—1)3 x (—1) = 1.

2. Déterminant d’une famille de vecteurs, d’une matrice carrée

Définition - Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et % une base de E. Si (x1,...,x,) € E™ et A = Matg(z1,...,T,),

alors
detg(x1,...,x,) = Z (o) Tl o - 0 Pl oo

geS,

Remarque. On prendra garde au fait que dans un espace vectoriel de dimension n, seul le déterminant d’une famille
de n vecteurs est défini.

Si F est un K-espace vectoriel de dimension n et % une base de E, alors detg est 'unique forme n-linéaire
alternée sur F telle que detg (%) = 1.

De plus, toute forme n-linéaire alternée f sur E s’écrit f = adetg, avec a € K
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Déterminants et bases
Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, (x1,...,2,) € E™ et B, %’ deux bases de E.

i. La famille (z1,...,z,) est une base de F si et seulement si detg(z1,...,z,) = 0.
ii. Changement de base : detg (21,...,x,) = detg (#) detg(x1,...,T,).

Définition - Déterminant d’une matrice carrée

Soit A € #,(K). On appelle déterminant de A le déterminant de la famille des colonnes de A dans la base
canonique de K". On le note det A ou encore |A]. On a dong, si ay, ..., a, désignent les colonnes de A,

det A = detg(ay,...,an) = Z e(@) | | a0y,

-
I 3
—

Remarques.

— L’application det : 4, (K) — K est une forme n-linéaire alternée par rapport aux colonnes.

— Si E est un K-espace vectoriel de dimension n et z1,...,x, € E, alors par définition de detg et du déterminant

d’une matrice,
detg(z1,...,zn) = det (Matg(z1,...,20)). (1)

— On remarque que det A est une expression polynomiale en les coefficients de la matrice A.

Propriétés du déterminant d’'une matrice carrée
Soient A, B € #,(K) et A e K.
i. det I, = 1.
5. det(AA) = A" det A.
i. det(AB) = det(A) det(B).
iv. A est inversible si et seulement si det A = 0, et dans ce cas det A~! =
v. det AT = det A.

~

7

<

1
det A

Il Méthodes de calcul de déterminant

1. Déterminant d’une matrice triangulaire

Déterminant d’une matrice triangulaire

Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit de ses termes diagonaux.

Démonstration. On traite le cas ot A € 77 (K). Pour tout o € &, ¢l existe i € [1,n] tel que o(i) > i, alors
Ug(i),i = 0, donc ag(1y,1 - Ag(n)n = 0. Or, par une récurrence immédiate, la seule permutation o € &,, telle que
o(#) < i pour tout i € [1,n] est o = Id. Par conséquent, on a det A = a1,1...,an n- O

2. Déterminant et opérations élémentaires

Déterminant et opérations élémentaires
Soit A € A, (K). Si Ae Ay, (K) est obtenue a partir de A :

— en échangeant deux colonnes, alors det A= —det A,
— en multipliant une colonne par A € K, alors det A = Adet A,
— en ajoutant & une colonne une combinaison linéaire des autres, alors det A = det A.

Les résultats ci-dessus sont encore valables pour les lignes.
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Remarque. Ceci entraine qu'on peut toujours calculer le déterminant d’une matrice en se ramenant au déterminant

d’une matrice triangulaire par pivot de Gauss.

Exemple. Soit ¢ € K. Déterminons le déterminant de la matrice de .#,(K) donnée par A =

1 1
1 a
Al = (a+n—1)| .
1 ... 1

3. Deéveloppement par rapport a une ligne ou une colonne

a

1

1

Notation

la colonne j.

Si Ae #,(K) et i,je [1,n], on note A%9) la matrice extraite obtenue & partir de A en éliminant la ligne 7 et

Définition - Mineurs, cofacteurs
Soient A € 4, (K) et i,5 € [1,n].

1 —

-2

— On appelle mineur de A d’indices i, j le déterminant de A7), on le note AVIR
~ On appelle cofacteur de A d’indices i, j le scalaire (—1)**7A,; ;.

0
Exemple. Si A= < 2 1 3 >, alors A(23) — (_12 (1)), donc Ay 3 = 1. Le cofacteur de A d’indices 2,3 est —1.
11

Développement par rapport a une ligne, une colonne

Soient A € 4, (K) et i,5 € [1,n].

n

— Développement par rapport d la ligne i : on a det A = >, (—1)"a, ;A ;.

Jj=1

n . .
— Développement par rapport a la colonne j : on a det A = 3 (=1)""a; ;A ;.

1=1

Démonstration. Montrons le résultat sur les colonnes, celui sur les lignes s’en déduit par transposition. Soit j € [1,7n].

On note ay, ..

det A = detz(X1,...,X,) = det (al,..

par n-linéarité. En notant D, ; = detg(aq, ...

a1 -+ arj—1 O
D;; = |aia aij-1 1
an,1 0 Gpgj—1 0

ou on a effectué les échanges de colonnes C; < Cjiq,...

du paragraphe 1 : D; ; = (—1)"7|A%J
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., ayp les colonnes de A, et B = (eq, ..

.,ep) la base canonique de K".

n n
YRR T 7an) = > a;;detg(ar,...
i=1 i=1

1=

..,Gp),0n a:
ai,n a1 at,j—1  a1,541
) i+j
Aj.n = (_1) J
an,1 " Apnj—1 Qnpj4+1
an,n ai 1 al,j—1  Q1,5+1

,Cph_1 © Cy et de lignes L; < L;,q,...

) Q)
ain O
an,n O
ain 1

,Ly,_1 o L,, soit
(n—j—1)+ (n—i—1) transpositions au total, d’out le facteur (—1)?"~=3=2 = (—~1)¥*J. On conclut avec la remarque

O
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Exemples.
0 -1
- SiA= |2 1 3 ], alors en développant par rapport a la derniére colonne :
-2 1 1

2 1 1 0 1 0
Al = —1‘72 1‘—3’72 1’+1’2 1) - 6.
— Soit a €] — 1, 1[. Pour n € N*, déterminons le déterminant de

14 a? a

..'-a .1+a2

Si n > 3, on obtient en développant par rapport a la premiére colonne :

1+a2 a a (0 S 0
a 1+a2' a 0 1+a2_ a
e = (1+a)|Ayq|=a| O .
: . ) . ,..'a "-,."a
0 ta  14a2 0 o 14a?

Ainsi, en développant par rapport a la premiere colonne dans cette dernieére matrice,
|[An] = (1+ a2)|An—1| - a2|An—2|-

On résout la récurrence linéaire d’ordre 2 en remarquant que son équation caractéristique X2 — (1 + a?)X + a?
a pour racines 1 et a?, et |A;| = 1+ a? et |A2] = 1+ a® + a*, on obtient :

1— a2(n+1) n ok
VTLEN, |A7L| = 1_7012 = Za .

k=0

4. Determinant de Vandermonde
Déterminant de Vandermonde
Pour tous n € N* et z1,...,x, € K, on note 1 oz ... 2Pt
1 a2 :cg*l
V(xla 7x’fb) = c c ;
OnaV(xy,...,z,) = n (x; — ;). 1 2n ... a7t

Démonstration. On montre le résultat par récurrence sur n.

— Casn=1. Ona V(x1) =1, et le produit ci-dessus est vide donc égal & 1. Ainsi, le résultat est vrai pour n = 1.
— Soit un entier n > 2. On suppose que le résultat est vrai pour n — 1, et on le montre au rang n. On consideére

T1,...,T, € K. On a en effectuant les opérations C,, — C,, — x1Cp_1, ..., Co «— Cy — x1C1 :
—1
1 @ ... ] 1 0 0 , oo — 21 (22 _xl)wn_Q
1 z9 x;“l 1 zo—21 .. xg_l —zixy 2
. . n—2
_ — — Tn — T Tn —T1)T
1 zp ... 2071 1 zp—m21 ... aP ' — gzt ? n E (@n 1)z

ou on a développé par rapport & la premiere ligne dans ce dernier calcul. Ainsi, en factorisant :

1 22 ... :vg_Q n
V(zy,..ozn) = (2 —21) ... (20 — 21) | : = n(xj—xl)V(asg,...,xn).
1 zn ... zP72 Jj=1
En utilisant ’hypothese de récurrence, on a alors V(z1,...,2,) = [[(z; —z1) ] (z; —x;), d’ou le résultat
en regroupant les produits. j=1 2<i<jsn O
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. . . . —1 . . . .
Remarque. En particulier, si n € N*, la matrice de Vandermonde (27" )1<i j<n est inversible si et seulement si les
scalaires x1,...,x, sont deux a deux distincts.

Ce résultat peut se retrouver plus simplement en remarquant que, en notant % la base canonique de K,,_1[X], #Z’' la
base canonique que K", et

1 xTq
1 =z .ozt

o Ky [X] — K" ona Matg e (f) = ’ ’
P —  (P(z1),...,P(zn)) Vo e

— S’il existe deux scalaires x; égaux, alors la matrice de Vandermonde a deux lignes égales, elle n’est donc pas
inversibles.

— Sinon, Ker f = {Ogx]} car tout polynéme de K, ;1[X] qui a n racines est nul. Par conséquent, f est un
isomorphisme et la matrice de Vandermonde est inversible.

On peut également voir que f est un bijectif si les x; sont deux a deux distincts en se rappelant que tout n-uplet
(y1,--.,Yn) € K™ a un unique antécédent par f donné par le polyndme interpolateur de Lagrange associé.

5. Déterminant des matrices définies par blocs

Définition-théoreme - Transvection par blocs
Soit A une matrice définie par blocs A; ; € Ay, ,(K). Si M € My, »,(K), on pose

In,

InN .

Alors la matrice T; ;(M)A est la matrice obtenue & partir de A en effectuant l'opération L; «— L; + MLj,
c’est-a-dire que les blocs A; j, de la ligne 7 sont remplacés par A; + MA,; .

Démonstration. Le résultat découle directement du produit par blocs des matrices. O

Invariance du déterminant et du rang par transvection par blocs
Soient A une matrice définie par blocs A; ; € Ay, p,(K) et M € My, n, (K).

— La transvection par blocs L; < L; + M L; ne change pas le rang de A.
— Si A est carrée, la transvection par blocs L; < L; + M L; ne change pas le déterminant de A.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que T; ;(M) est triangulaire et ses coefficients diagonaux sont tous égaux a 1,
donc det(T; ;(M)) = 1, et T; ;(M) est inversible.
Par conséquent, rg(T; j(M)A) = rg A, et det(T; j(M)A) = detT; ;(M) det A = det A. O

Déterminant d’'une matrice triangulaire par blocs

Si A une matrice triangulaire par blocs :

Arg | * | ... *

*

An,n

dont les blocs diagonaux Aj 1, ..., A, sont carrés, alors det A = det(A4;1,1)...det(An n)-
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Démonstration. Montrons le résultat pour n = 2. Le cas général s’en déduit de maniére immédiate par récurrence sur
n. On remarque que
A — Aiq | Arg _ |1 | A1 A1 |0
0 | Az 0] Azp 0o |1}

ou I désigne a chaque fois la matrice identité de taille adaptée. Or en développant successivement par rapport aux
premieres colonnes pour la premiere matrice, et par rapport aux derniéres colonnes pour la seconde, on obtient

I ALQ _ Al,l 0 _
det [T‘H] = det Ag 2, et det[ 0T ] = det Ay 1.

On a donc bien det A = det(A;y,1) det(Asz2). O

Remarque. En particulier, si A est diagonale par blocs de blocs diagonaux carrés Ay, ..., A,, alors son déterminant
est le produit des déterminants diagonaux : det A = det(A4y)...det(A,).

A B> = det(A) det(D) — det(B) det(C'), méme si les blocs sont carrés.

'\ En général, on a det (C’ D

6. Comatrice et inverse

Définition - Comatrice
Soit A € #,(K). On appelle comatrice de A la matrice dont les coefficients sont les cofacteurs de A, on la note

Com(A) : pour tous i,j € [1,n], Com(A);; = (—1)*9A
By T O\ 3"

-3 0 -1
, alors Com(A)=12 0 -1].
-4 -5 2

Inverse et comatrice

Si A e #,(K) est inversible, alors

1
Exemple. Si A = (—1

0
2
0 1

S W N

1
= _ T
AT = T Com(A)".

Démonstration. Soit i € [1,n]. On a

(ACom(A Z a; ; Com(A Z a;;(— “']A = det A

car on reconnait le développement de A par rapport & la ligne i. Si maintenant 4, j € [1,n] avec i = j, alors

(A Com(A) Z a; ; Com(A);r = Z a; i ( 3”“A
k=1

On reconnait cette fois le développement par rapport a la ligne j de la matrice obtenue a partir de A en remplagant
sa ligne j par sa ligne i. Comme cette derniére matrice a deux lignes égales, elle est de déterminant nul. Ceci entraine
que (A Com(A)T)i’j = 0. Nous avons donc bien montré que A Com(A)" = (det A) I,

La seconde égalité se montre de la méme maniére, en faisant cette fois intervenir des développements par rapport aux
colonnes. O

Remarque. La relation ci-dessus sera utilisée essentiellement dans un contexte théorique, sauf éventuellement dans le
calcul d’inverse de matrices de GL3(K). Elle fournit certes une expression explicite de I'inverse d’une matrice, mais le
colit de calcul de Com(A)T est souvent bien supérieur aux méthodes d’inversion connues.

1
det A
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Il Déterminant d’un endomorphisme

Dans cette partie, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.

Nous avons vu que deux matrices semblables de ., (K) ont méme déterminant. Par conséquent toutes les matrices
d’un endomorphisme fixé f € Z(F) ont méme déterminant. Ce scalaire sera défini comme le déterminant de 1’endo-
morphisme f.

Définition-théoréme - Déterminant d’un endomorphisme
Sife Z(E)et B = e,...,e,) est une base de E, on appelle déterminant de f le scalaire

det(f) = det(Matg f).

Ainsi défini, le scalaire det f ne dépend pas du choix de la base %, et det f = detz(f(e1),. .-, f(en)).

Soient x1,...,z, € Eet f € £Z(F). On a
detg(f(x1),..., f(x,)) = det(f) detg(z1,...,zn).

Démonstration. On a

detg(f(x1),..., f(x,)) = det(Matg(f(z1),..., f(zn))) = det(Matg(f) Matg(x1,...,2,))
= det(Matz(f)) det(Matg(z1,...,2zn)),

d’ott le résultat car det(Matg(f)) = det f et det(Matg(z1,...,z,)) = detg(z1,...,z5). O

Il est intéressant d’avoir une interprétation géométrique du déterminant d’une famille de vecteurs en terme de “volume”
dans R™. Nous proposons ici cette interprétation sans démonstration, ces résultats dépassant le cadre du programme.

Interprétation géométrique. On note & = (ey,...,e,) la base canonique de R™, et on considére une base
B = (x1,...,2,) de R™.

— Cas n = 2. La quantité detg(x1,z2) est égale a laire du parallélogramme porté par les vecteurs 1, 3.
— Cas n = 3. La quantité detg(x1,z2,23) est égale au volume du parallélépipéde porté par x1,z2, 3.

Plus généralement, le réel detg (') est égal au volume n-dimensionnel (algébrique) du parallélépipede porté par
les vecteurs x1, ..., x,. Ainsi, I'égalité

detez(f(z1),..., f(z,)) = det(f) detg(z1,...,z,)

valable pour tout (z1,...,z,) exprime que ’endomorphisme f multiplie les volumes par un facteur constant,
donné par det(f).

Nous terminons par des propriétés du déterminant d’'un endomorphisme, qui sont immédiatement déduites des pro-
priétés du déterminant d’une matrice carrée.

Propriétés du déterminant d’'un endomorphisme
Soient f,ge Z(FE).Ona:

o det(Idp) = 1,
o pour tout A € K, det(Af) = A" det(f),

o det(f og) = det(f)det(g),
o f est un automorphisme de F si et seulement si det f = 0, et dans ce cas det(f~!) = ﬁ(f)'
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