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Chapitre 1

Algèbre linéaire

Ce chapitre est consacré à des révisions d’algèbre linéaire de 1ère année. Dans tout le chapitre, K désigne R ou C.

I Matrices
Rappelons quelques principes de base du produit matriciel, qui seront très utiles pour la suite : si A P Mn,ppKq et
B P Mp,qpKq, alors le produit AB est une matrice de Mn,qpKq dont les coefficients sont donnés par :

@i P J1, nK, @j P J1, qK, pABqi,j “

p
ÿ

k“1

ai,kbk,j .

Si on note LipAq la ième ligne de A et CjpBq la jème colonne de B, alors pABqi,j est le produit matriciel de LipAq

par CjpBq : pour tous i, j,
pABqi,j “ LipAqCjpBq.

Soit A P Mn,ppKq.

– Si X P Mp,1pKq, alors AX “
p
ř

k“1

xk CkpAq, où X “

»

–

x1

...
xp

fi

fl.

i-ème position

En particulier, A

»

—

–

0

1

0

fi

ffi

fl

est la i-ème colonne de A.

– Si X P M1,npKq, alors XA “
n
ř

k“1

xkLkpAq, où X “
`

x1 ¨ ¨ ¨ xn
˘

.

i-ème position
En particulier,

`

0 ¨ ¨ ¨ 1 ¨ ¨ ¨ 0
˘

A est la i-ème ligne de A.

Théorème - Produit avec une matrice colonne ou une matrice ligne

L’écriture du produit à l’aide des colonnes de la deuxième matrice est à particulièrement bien comprendre, et s’avère
très utile.

Produit AB avec les colonnes de B. Soient A P Mn,ppKq et B P Mp,qpKq.

Si B “

»

– X1 . . . Xq

fi

fl , alors AB “

»

– AX1 . . . AXq

fi

fl .

On retiendra plus généralement la possibilité de calculer le produit par colonne, où chaque colonne de AB est combi-
naison linéaire des colonnes de A, ou par lignes, où chaque ligne est combinaison linéaire des lignes de B :

i
p
ř

j“1

ai,jLjpBq

j

p
ř

i“1

bi,jCipAq

»

– B

fi

fl

»

– A

fi

fl

»

– AB

fi

fl

»

– B

fi

fl

»

– A

fi

fl

»

– AB

fi

fl
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II Espaces vectoriels
1. Généralités

On se contente ici de rappeler les exemples de référence de K-espaces vectoriels.

Le corps de base : K muni de ses lois ` et ˆ est un K-espace vectoriel.

Matrices : Mn,ppKq muni de l’addition des matrices et de la multiplication par un scalaire est un K-
espace vectoriel.

Polynômes : KrXs muni de l’addition des polynômes et de la multiplication par un scalaire est un K-
espace vectoriel.

Applications : F pX,Eq, où E est un K-espace vectoriel et X un ensemble quelconque, muni de l’addition
des fonctions et de la multiplication par un scalaire : si f, g P F pX,Eq et λ P K,

f ` g : x ÞÑ fpxq ` gpxq, λf : x ÞÑ λfpxq,

est un K-espace vectoriel.
Suites : KN muni de l’addition des suites et de la multiplication par un scalaire est un K-espace

vectoriel. Il s’agit d’un cas particulier du cas précédent.
Espace produit : Si E,F sont des K-espaces vectoriels, alors le produit E ˆ F est également un K-espace

vectoriel muni des lois ` et ¨ : si px, yq, px1, y1q P E ˆ F et λ P K,

px, yq ` px1, y1q “ px` x1, y ` y1q λ ¨ px, yq “ pλ ¨ x, λ ¨ yq.

Plus généralement, si E1, . . . , En sont des K-espaces vectoriels, alors E1 ˆ . . . En est un K-
espace vectoriel pour les lois produits.
Exemple : Kn, et en particulier R2, R3, sont des espaces vectoriels.

Un ensemble A muni de deux lois internes ` et ˆ, ainsi que d’une loi externe ¨ est appelé une K-algèbre si :

– pA,`, ¨q est un K-espace vectoriel.
– pA,`,ˆq est un anneau,
– pour tous x, y P A et λ P K, λ ¨ pxˆ yq “ pλ ¨ xq ˆ y “ xˆ pλ ¨ yq.

Définition - K-algèbre

Exemples. Les espaces pKrXs,`, ¨,ˆq, pMnpKq,`, ¨,ˆq, pF pX,Kq,`, ¨,ˆq où X est un ensemble, pL pEq,`, ¨, ˝q

où E est un K-espace vectoriel, sont des K-algèbres.

2. Combinaisons linéaires

Soit E un K-espace vectoriel

– Si x1, . . . , xn P E, on appelle combinaison linéaire de la famille pxiq1ďiďn tout vecteur de E de la forme
λ1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` λnxn, où pλiq1ďiďn est une famille de K.

– Si pxiqiPI est une famille quelconque de vecteurs de E, on appelle combinaison linéaire de pxiqiPI toute
combinaison linéaire d’un nombre fini de xi. On peut l’écrire

ř

iPI

λixi, où pλiqiPI est une famille presque
nulle de K.

Définition - Combinaison linéaire

Exemple. KrXs est l’ensemble des combinaisons linéaires de pXkqkPN.

3. Sous-espaces vectoriels

Soit E un K-espace vectoriel. On dit que F Ă E est un sous-espace vectoriel de E si F ­“ ∅, et

@x, y P F, x` y P F, @λ P K, @x P F, λ ¨ x P F,

Définition-théorème - Sous-espace vectoriel
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autrement dit, F est non vide et stable par combinaison linéaire. F est alors lui-même un espace vectoriel.

Exemples.

– KnrXs est un sous-espace vectoriel de KrXs.
– Si I est un intervalle de R, alors C pI,Kq, C npI,Kq, C 8pI,Kq sont des sous-espaces vectoriels de F pR,Kq.
– Les ensembles DnpKq, SnpKq, AnpKq sont des sous-espaces vectoriels de MnpKq.

Toute intersection de sous-espace vectoriels de E est un sous-espace vectoriel de E.
Théorème - Intersection de sous-espaces vectoriels

En revanche, comme pour les groupes, l’union de deux sous-espaces vectoriels F et G de E n’est pas toujours un
sous-espace vectoriel. On peut même montrer, toujours comme pour les groupes, que F Y G est un sous-espace
vectoriel si et seulement si F Ă G ou G Ă F (voir TD).

4. Sous-espace vectoriel engendré par une partie

Soit A une partie d’un K-espace vectoriel E. L’intersection de tous les sous-espaces vectoriels contenant A est
notée Vect pAq.

– L’ensemble Vect pAq définit un sous-espace vectoriel contenant A, qui est le plus petit au sens de l’inclusion :
si F est un sous-espace vectoriel de E, alors

A Ă F ñ Vect pAq Ă F.

– Le sous-espace vectoriel Vect pAq est l’ensemble des combinaisons linéaires de vecteurs de A.

Définition-théorème - Sous-espace vectoriel engendré par une partie

Exemples. – Vect p∅q “ t0Eu.
– Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors Vect pF q “ F .

Pour montrer que F Ă E est un sous-espace vectoriel, on peut donc alternativement :

– montrer que 0E P F , et que F est stable par combinaison linéaire.
– décrire F comme l’ensemble des combinaisons linéaires d’une famille de vecteurs particulière de E.

On privilégiera la seconde option dès que possible, car elle fournit une famille génératrice de F .

Montrer que F est un sous-espace vectoriel

Exemples.

˛ KnrXs “ Vect p1, X, . . . ,Xnq, et KrXs “ VectpXkqkPN.

˛ Si F “ tpx, y,´2x` yq, x, y P Ru, alors

F “ tx p1, 0,´2q ` y p0, 1, 1q, x, y P Ru “ Vect pp1, 0,´2q, p0, 1, 1qq .

˛ Dans KrXs, taX2 ` bX ´ a, a, b P Ku “ Vect
`

X2 ´ 1, X
˘

.

Soient n P N et x1, . . . , xn P E.
Théorème - Propriétés des sous-espaces vectoriels engendrés
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i. Si xn est combinaison linéaire des vecteurs x1, . . . , xn´1 alors

Vect px1, . . . , xnq “ Vect px1, . . . , xn´1q .

ii. Ajouter à un vecteur une combinaison linéaire des autres, ou multiplier un vecteur par un scalaire non nul
ne change pas le sous-espace vectoriel engendré :

– si λ1, . . . , λn´1 P K, alors Vect px1, . . . , xnq “ Vect
´

x1, . . . , xn´1, xn `
n´1
ř

i“1

λixi

¯

.

– si λ P K‹, alors Vect px1, . . . , xnq “ Vect px1, . . . , λxnq .

Ces deux propriétés s’étendent à une famille quelconque de vecteurs de E.

Exemple. F “ Vect pp1, 2, 1q, p´1, 1, 0q, p2, 1, 1qq “ Vect pp1, 2, 1q, p0, 3, 1q, p0,´3,´1qq “ Vect pp1, 2, 1q, p0, 3, 1qq .

5. Familles remarquables de vecteurs

On dit qu’une famille pxiqiPI de vecteurs de E est génératrice de E, ou encore que la famille pxiqiPI engendre E
si E “ VectpxiqiPI . Cela revient à dire que tout vecteur de E est combinaison linéaire de la famille pxiqiPI .

Définition - Famille génératrice

Exemples.

– Si F “ tpx, y, zq P R3, z “ x ` yu, alors F “ tpx, y, x ` yq, x, y P Ru “ Vect pp1, 0, 1q, p0, 1, 1qq, donc la famille
pp1, 0, 1q, p0, 1, 1qq est génératrice de F .

– Si G “ tP P RrXs, P p1q “ P p2q “ 0u, alors G “ tpX ´ 1qpX ´ 2qQ, Q P RrXsu “ Vect pXkpX ´ 1qpX ´ 2qqkPN,
donc la famille pXkpX ´ 1qpX ´ 2qqkPN est génératrice de G.

On dit qu’une famille pxiqiPI de vecteurs de E est libre si la seule combinaison linéaire nulle de la famille a tous
ses coefficients nuls : pour toute famille pλiqiPI presque nulle de K,

ÿ

iPI

λixi “ 0E ñ @i P I, λi “ 0.

Si pxiqiPI n’est pas libre, on dit qu’elle est liée.

Définition - Famille libre

Une famille pP1, . . . , Pnq de KrXs est dite à degrés échelonnés si 0 ď degP1 ă . . . ă degPn, elle est alors libre.

Théorème - Famille de polynômes à degrés échelonnés

Remarque. Plus généralement, toute famille de polynômes non nuls à degrés deux à deux distincts est libre.

On appelle base de E une famille de vecteurs de E qui est libre et génératrice.
Définition - Base d’un espace vectoriel

Exemples. Les exemples qui suivent proviennent des exemples précédents, nous avons vu que les familles suivantes
sont à la fois libres et génératrices, et sont donc des bases. Elles ont en commun d’être les bases “naturelles” dans leur
espace vectoriel. On dit qu’il s’agit de bases canoniques.

– Base canonique de Kn :
`

p1, 0, . . . , 0q, p0, 1, 0, . . . , 0q, . . . , p0, . . . , 0, 1q
˘

.

– Base canonique de Mn,ppKq :
`

Ei,j

˘

pi,jqPJ1,nKˆJ1,pK. Par exemple :

˛ la famille
ˆˆ

1 0
0 0

˙

,

ˆ

0 1
0 0

˙

,

ˆ

0 0
1 0

˙

,

ˆ

0 0
0 1

˙˙

est la base canonique de M2pRq,
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˛ la famille

¨

˚

˚

˚

˝

¨

˚

˚

˚

˝

1
0

...
0

˛

‹

‹

‹

‚

,

¨

˚

˚

˚

˝

0
1

...
0

˛

‹

‹

‹

‚

, . . . ,

¨

˚

˚

˚

˝

0

...
0
1

˛

‹

‹

‹

‚

˛

‹

‹

‹

‚

est la base canonique de Mn,1pRq, encore noté Kn.

– Base canonique de KnrXs : p1, X, . . . ,Xnq.

– Base canonique de KrXs : pXkqkPN.

Une famille B “ pxiqiPI de vecteurs de E est une base si et seulement si tout vecteur x P E s’écrit de manière
unique comme combinaison linéaire de pxiqiPI : il existe une unique famille presque nulle pλiqiPI de K telle que

x “
ÿ

iPI

λixi.

Les coefficients λi sont alors appelés les coordonnées de x dans la base B.

Théorème et définition - Coordonnées dans une base

Polynômes interpolateurs de Lagrange. Soient x0, . . . , xn P K deux à deux distincts. On introduit les polynômes
interpolateurs de Lagrange L0, . . . , Ln associés aux points x0, . . . , xn, donnés par

@i P J0, nK, Li “

n
ź

k“0
k ­“i

X ´ xk
xi ´ xk

. Alors, Lipxjq “ δi,j “

"

1 si i “ j,
0 si i ­“ j

La famille pL0, . . . , Lnq est une base de KnrXs.

6. Dimension finie

Un espace vectoriel est dit de dimension finie s’il admet une famille génératrice de cardinal fini.
Définition - Espace vectoriel de dimension finie

Exemples.

1. Kn, KnrXs et Mn,ppKq sont des espaces vectoriels de dimension finie.
2. KrXs n’est pas de dimension finie.

Si E est un espace vectoriel de dimension finie possédant une famille génératrice de cardinal n, alors toute famille
libre de E est au plus de cardinal n.

Lemme - Lemme de Steinitz

Si E un espace vectoriel de dimension finie,

– on peut compléter toute famille libre de E en une base de E,
– on peut extraire une base de E de toute famille génératrice de E.

Par conséquent, tout espace vectoriel de dimension finie possède une base.

Théorème - Théorème de la base incomplète, de la base extraite

Si E est un espace vectoriel de dimension finie, alors ses bases ont même cardinal, appelé dimension de E.
Définition-théorème - Dimension d’un espace vectoriel de dimension finie
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Exemples.

1. Les bases rencontrées précédemment permettent d’affirmer :

dimKn “ n, dimMn,ppKq “ np, dimKnrXs “ n` 1.

2. Matrices symétriques, antisymétriques. On a :

dimSnpKq “
npn` 1q

2
, dimAnpKq “

npn´ 1q

2
.

Démonstration.

– Si A P SnpKq, on a A “
n
ř

i“1

ai,iEi,i `
ř

1ďiăjďn

ai,jpEi,j ` Ej,iq P Vect pF q, où F est la concaténa-
tion des familles

F1 “ pEi,iq1ďiďn, et F2 “ pEi,j ` Ej,iq1ďiăjďn.

On voit aisément que F est libre, c’est donc une base de SnpKq. Par ailleurs, |F1| “ n et

|F2| “ |tpi, jq P N2, 1 ď i ă j ď nu| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
Ů

j“1

tpi, jq P N2, 1 ď i ď j ´ 1u

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
n
ř

j“1

|tpi, jq P N2, 1 ď i ď j ´ 1u|.

Finalement, |F2| “
n
ř

j“1

j ´ 1 “
n´1
ř

j1“0

j1 “
npn´1q

2 . Ainsi, |F | “ |F1| ` |F2| “
npn`1q

2 .

– Si A P AnpKq, on a A “
ř

1ďiăjďn

ai,jpEi,j ´ Ej,iq P Vect pF3q, où F3 “ pEi,j ´ Ej,iq1ďiăjďn.

Ainsi, F3, libre et génératrice, est une base de AnpKq, or |F3| “ |F2| “
npn´1q

2 .

3. Suites récurrentes linéaires d’ordre 2. Si a, b P K, alors

F “ tpunqnPN P KN, @n P N, un`2 “ aun`1 ` bunu

est un sous-espace vectoriel de KN de dimension 2.

Démonstration. On remarque que 0KN P F et F est stable par combinaison linéaire, donc F est un
sous-espace vectoriel de KN. Par ailleurs, les suites v, w P F définies par

"

v0 “ 1, v1 “ 0,
@n P N, vn`2 “ avn`1 ` bvn,

"

w0 “ 0, w1 “ 1,
@n P N, wn`2 “ awn`1 ` bwn.

La famille pv, wq est libre car aucune des deux suites n’est multiple de l’autre. D’autre part, si u P F ,
alors les suites u et u0v ` u1w sont dans F et ont les mêmes deux premiers termes, elles sont donc
égales. Ainsi, u “ u0v ` u1w P Vect pv, wq, et on a F “ Vect pv, wq.
Finalement, pv, wq est libre et génératrice de F , c’est donc une base de F , et dimF “ 2.

Si E est un espace vectoriel de dimension finie n, alors :

– Toute famille libre de E a au plus n vecteurs.
– Toute famille génératrice de E a au moins n vecteurs.

Théorème - Cardinal des familles libres, des familles génératrices

Remarque. En particulier, si E possède une famille génératrice de cardinal k, alors dimE ď k.

Si dimE “ n, il suffit de vérifier qu’une famille de cardinal n est libre, ou de vérifier qu’elle est génératrice pour en
déduire qu’il s’agit d’une base de E. Une famille de cardinal dimE est dite de bon cardinal.

Soient E un espace vectoriel de dimension n P N‹ et F une famille de E de cardinal n. Alors

F est libre ô F est génératrice ô F est une base.

Théorème - Familles de bon cardinal
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Exemple. Si n P N, une famille pP0, . . . , Pnq échelonnée en degré de KnrXs est une base : elle est libre et de bon
cardinal.

Si E et F sont deux K-espaces vectoriels de dimension finie, alors E ˆ F est de dimension finie, et

dimE ˆ F “ dimE ` dimF.

Théorème - Dimension d’un produit cartésien d’espaces vectoriels

Si E est de dimension finie et F est un sous-espace vectoriel de E, alors F est de dimension finie et dimF ď dimE.
De plus,

dimF “ dimE ô F “ E.

Théorème - Dimension des sous-espaces vectoriels en dimension finie

Remarque. Ainsi, si F et G sont des sous-espaces vectoriels de E tels que F Ă G et dimF “ dimG, alors F “ G.

7. Rang d’une famille de vecteurs

Soit F “ px1, . . . , xkq une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E. On appelle rang de la famille F , noté
rgF , la dimension de l’espace vectoriel engendré par cette famille :

rgpx1, . . . , xkq “ dim pVect px1, . . . , xkqq .

Définition - Rang d’une famille de vecteurs

Remarque. Le rang de F correspond au cardinal de la plus grande sous-famille libre contenue dans F .

Exemple. Dans KrXs, on a rgp1, X,X2q “ dimVect
`

1, X,X2
˘

“ dimK2rXs “ 3.

Les opérations qui ne changent pas l’espace vectoriel engendré ne changent pas non plus le rang. En particulier, les
opérations de la méthode du pivot de Gauss laissent le rang invariant. Ceci simplifie parfois le calcul du rang.

Exemples.

1. On a rgpp1, 1, 2q, p2, 1,´1q, p´4, 1, 17qq “ rgpp1, 1, 2q,

“u2´2u1
hkkkkkikkkkkj

p0,´1,´5q,

“u3`4u1
hkkkikkkj

p0, 5, 25qq “ rgpp1, 1, 2q, p0,´1,´5qq “ 2, car
les vecteurs p1, 1, 2q et p0,´1,´5q sont non colinéaires, donc ils forment une famille libre.

2. On a rgpX2 ´1, X `1, X2 ´Xq “ rgpX2 ´1, X `1, ´X `1q “ rgpX2 `1, X `1, 2q “ 3, car cette dernière
famille est échelonnée en degré. Ainsi, pX2 ´ 1, X ` 1, X2 ´Xq est une base de K2rXs.

Si px1, . . . , xkq est une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E, alors

˛ rgpx1, . . . , xkq ď k et rgpx1, . . . , xkq ď n,
˛ rgpx1, . . . , xkq “ k ô px1, . . . , xkq est libre.
˛ rgpx1, . . . , xkq “ n ô px1, . . . , xkq est génératrice de E.

Théorème - Cardinal d’une famille, dimension de E et rang

8. Somme de sous-espaces vectoriels

On appelle somme de deux sous-espaces vectoriels F et G de E l’ensemble

F `G “ tx` y, x P F, y P Gu.

F ` G est un sous-espace vectoriel de E, il s’agit du plus petit sous-espace vectoriel de E qui contient F et G.

Définition-théorème - Somme de deux sous-espaces vectoriels
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Par ailleurs, on a :
F `G “ Vect pF YGq .

Remarque. Si F “ Vect px1, . . . , xnq et G “ Vect py1, . . . , ymq, où x1, . . . , xn, y1, . . . , ym P E, alors

F `G “ Vect px1, . . . , xn, y1, . . . , ymq .

Plus généralement, si pxiqiPI est une famille de vecteurs de E et J Ă I, alors VectpxiqiPI “ VectpxiqiPJ `VectpxiqiPIzJ .

On dit que la somme de deux sous-espaces vectoriels F et G de E est directe si tout vecteur x P F `G s’écrit de
manière unique sous la forme x “ xF ` xG, où xF P F et xG P G. On note alors la somme F ‘G.

Définition - Somme directe de deux sous-espaces vectoriels

Deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont en somme directe si et seulement si F XG “ t0Eu.

Théorème - Caractérisation de la somme directe

Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de dimension finie de E en somme directe et si BF “ px1, . . . , xpq et
BG “ py1, . . . , yqq sont des bases respectives de F et G, alors la concaténation

B “ px1, . . . , xp, y1, . . . , yqq

de BF et BG est une base de F ‘G. On dit que B est une base adaptée à la somme directe F ‘G.

Théorème et définition - Base adaptée

On dit que F et G sont supplémentaires dans E si E “ F ‘G.
Autrement dit, F et G sont supplémentaires dans E si tout vecteur de E s’écrit de manière unique comme la
somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G.

Définition - Sous-espaces supplémentaires

Un supplémentaire n’est en général pas unique. Par exemple, n’importe quelle droite vectorielle différente de l’axe
des ordonnées est un supplémentaire de l’axe des ordonnées.

Deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont supplémentaires dans E si et seulement si F ` G “ E et
F XG “ t0Eu.

Théorème - Caractérisation de la supplémentarité

Pour montrer que deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont supplémentaires dans E,

– soit on montre que tout vecteur de E se décompose de manière unique comme la somme d’un vecteur de
F et d’un vecteur de G (par exemple par analyse-synthèse),

– soit on montre que ˛ tout vecteur de E est la somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G,
˛ tout vecteur de F XG est nul.

Montrer que F et G sont supplémentaires

Si E est un espace vectoriel de dimension finie et F est un sous-espace vectoriel de E, alors F a admet un
supplémentaire G dans E, et on a

dimF ` dimG “ dimE.

Théorème - Existence de supplémentaires en dimension finie
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Remarques.

– Une conséquence immédiate est que si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de dimension finie d’un espace
vectoriel quelconque E et si F et G sont en somme directe, alors

dimF ‘G “ dimF ` dimG.

– Les arguments de la preuve ci-dessus permettent d’obtenir que deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont tels
que la concaténation d’une base de F et d’une base de G est une base de E, alors F et G sont supplémentaires
dans E. Nous avions déjà rencontré la réciproque.

Soient E un espace vectoriel et F,G deux sous-espaces vectoriels de E de dimension finie. Alors F ` G est de
dimension finie, et

dimpF `Gq “ dimF ` dimG´ dimF XG.

Théorème - Formule de Grassmann

On déduit de ce résultat une manière souvent plus simple de montrer que deux sous-espaces vectoriels sont supplé-
mentaires en dimension finie.

Si E est un espace vectoriel de dimension finie et F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, alors

F ‘G “ E ô

#

F XG “ t0Eu,

dimF ` dimG “ dimE
ô

#

E “ F `G,

dimF ` dimG “ dimE

Théorème - Caractérisation de la supplémentarité

Remarque. On retiendra que pour montrer que F et G sont supplémentaires, il suffit de montrer seulement deux
assertions parmi les trois suivantes :

E “ F `G, F XG “ t0Eu, dimE “ dimF ` dimG.

On peut donc remplacer une des deux assertions E “ F `G et F XG “ t0Eu par un argument de dimension.

Exemple. Si n P N‹, on a MnpKq “ SnpKq ‘ AnpKq.

– On a dimSnpKq ` dimAnpKq “
npn`1q

2 `
npn´1q

2 “ n2 “ MnpKq.

– On a par ailleurs SnpKq X AnpKq “ t0n,nu : si M P SnpKq X AnpKq, alors M “ MJ “ ´M .

III Applications linéaires
1. Généralités

– On dit qu’une application f : E Ñ F est linéaire (ou f est un morphisme de K-espaces vectoriels) si :

@x, y P E, @λ, µ P R, fpλx` µyq “ λfpxq ` µfpyq.

– Si F “ K, on dit que f est une forme linéaire de E. On note parfois E‹ l’ensemble L pE,Kq.

Définition - Application linéaire

Remarque. Pour montrer qu’une application f : E Ñ F est linéaire, il suffit de montrer que pour tous x, y P E et
tout scalaire λ P K, on a fpλx` yq “ λfpxq ` fpyq.

Exemples.

– Pour tout λ P K, l’application λ IdE est un endomorphisme de E, appelé homothétie de E de rapport λ.

– Si B “ peiqiPI est une base de E et i P I, on note e‹
i l’application de E dans K qui à un vecteur de x associe sa

coordonnée selon ei dans la base B :
e‹
i :

ř

jPI

xjej ÞÑ xi.
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Les applications e‹
i , pour i P I, sont des formes linéaires, appelées formes coordonnées relativement à la base B.

– Si a P K, l’application P ÞÑ P paq, appelée évaluation en a, définit une forme linéaire de KrXs.

– Si A P KrXs, l’application P ÞÑ AP définit un endomorphisme de KrXs.

– Si Q P KrXs, l’application P ÞÑ P ˝Q définit un endomorphisme de KrXs.

– L’application P ÞÑ P 1 définit un endomorphisme de KrXs.

– Si a, b P R, l’application f ÞÑ
ż b

a
fptqdt définit une forme linéaire de C 0pra, bs,Rq.

– Si I est un intervalle de R, alors f ÞÑ f 1 définit une application linéaire de C 1pI,Rq dans C 0pI,Rq. Elle définit
par ailleurs un endomorphisme de C 8pI,Rq.

Soit A P Mn,ppRq. L’application
φA : Kp

Ñ Kn

X ÞÑ AX

est une application linéaire, dite canoniquement associée à la matrice A. On la notera φA dans la suite.

Définition-théorème - Application linéaire associée à une matrice

Remarque. On rappelle l’identification que l’on fait entre Kn et Mn,1pKq, noté Kn ici. Ceci permet de voir l’application
du second exemple ci-dessus comme une application de K2 dans K2.

Si f P L pE,F q est bijective, on dit que f est un isomorphisme de E dans F . On dit alors que les espaces
vectoriels E et F sont isomorphes.
On appelle automorphisme de E un isomorphisme de E dans E. On note GLpEq l’ensemble des automorphismes
de E.

Définition - Isomorphisme, automorphisme, espaces vectoriels isomorphes

Exemples.

– L’application pa, b, cq ÞÑ aX2 ` bX ` c est un isomorphisme de K3 dans K2rXs.

– Si a, b P K et si on note S l’ensemble des suites de KN telles que @n P N, un`2 “ aun`1 `bun, alors u ÞÑ pu0, u1q

définit un isomorphisme de S dans K2.

L pE,F q est un K-espace vectoriel. En particulier, toute combinaison linéaire d’applications linéaires de E dans
F est une application linéaire.
Si E et F sont de dimension finie, alors L pE,F q est de dimension finie, et dimL pE,F q “ dimE dimF .

Théorème - L’espace vectoriel L pE,F q

Remarque. En particulier, si E est de dimension finie, alors dimE‹ “ dimL pE,Kq “ dimE.

Si f P L pE,F q est un isomorphisme, alors f´1 P L pF,Eq.
Si E,F,G sont trois K-espaces vectoriels et f P L pE,F q et g P L pF,Gq, alors g ˝ f P L pE,Gq.
Si de plus f et g sont des isomorphismes, alors g ˝ f est un isomorphisme, et pg ˝ fq´1 “ f´1 ˝ g´1.

Théorème - Réciproque, composition

pL pEq,`, ˝q est un anneau, dont le groupe des inversibles est GLpEq. Par conséquent, pL pEq,`, ¨, ˝q est une
K-algèbre.

Théorème - Anneau L pEq
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Remarque. On a souvent recours à la notation multiplicative habituelle dans la manipulation des anneaux, ce qui
nous amène à noter fg l’application f ˝ g. De même, on note fn l’application f ˝ . . . ˝ f pour tout n P N‹. Les
applications obtenues sont appelées les puissances de l’endomorphisme f .

Puissances d’un endomorphisme. Si f P L pEq et n P N, on note

fn “ f ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ f
loooomoooon

n fois

si n P N‹, et f0 “ IdE .

Attention à ne pas confondre cette opération avec le produit dans K : si x P K, fnpxq ­“ pfpxqqn, et cette
dernière expression n’a d’ailleurs pas de sens en général.

Remarque. L pEq ayant une structure d’anneaux, on sait que si f, g P L pEq commutent (i.e. fg “ gf), alors les
formules du binôme de Newton et de Bernoulli s’appliquent : pour tout n P N,

pf ` gqn “

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

fkgn´k, et fn ´ gn “

n´1
ÿ

k“0

fkgn´1´k.

À nouveau, on prendra garde au fait que fkgn´k désigne ici fk ˝ gn´k.

2. Image et noyau d’une application linéaire

Soit f P L pE,F q.

– On appelle noyau de f , noté Ker f , l’ensemble des antécédents de 0F par f . Autrement dit,

Ker f “ f´1pt0F uq “ tu P E, fpuq “ 0F u .

– On appelle image de f , notée Im f , l’ensemble des images des éléments de E par f . Autrement dit,

Im f “ fpEq “ tfpuq, u P Eu “ tv P F, Du P E, fpuq “ vu.

Définition - Noyau et image d’une application linéaire

Remarque. Comme image réciproque d’un sous-espace vectoriel de F par une application linéaire, Ker f est un
sous-espace vectoriel de E. Comme image d’un sous-espace vectoriel de E, Im f un sous-espace vectoriel de F .

Si f P L pE,F q et pxiqiPI est une famille génératrice de E, alors Im f “ Vect pfpxiqqiPI .

Théorème - Image d’une application linéaire et famille génératrice

Exemple. Soit Ψ P L pMnpKqq définie par Ψ :M ÞÑ M ´MJ.

– On a KerΨ “ SnpKq.
– Comme pEi,jq1ďi,jďn est une base de MnpKq,

ImΨ “ VectpΨpEi,jqq1ďi,jďn “ VectpEi,j ´ Ej,iq1ďi,jďn “ AnpKq

car pEi,j ´ Ej,iq1ďi,jďn contient la base canonique de AnpKq.

Soit f P L pE,F q.

i. f est injective si et seulement si Ker f “ t0Eu.
ii. f est surjective si et seulement si Im f “ F .

Théorème - Caractérisation de l’injectivité ou de la surjectivité d’une application linéaire
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Remarques.

– Pour montrer que f P L pE,F q est injective, il suffit de montrer que Ker f Ă t0Eu, car on a toujours t0Eu Ă Ker f .
Pour montrer que f P L pE,F q est surjective, il suffit de montrer que F Ă Im f , car on a toujours Im f Ă F .

– Le critère de surjectivité est vrai pour toute application, il n’utilise pas la linéarité.

Soient f P L pE,F q et peiqiPI une base de E. Alors,

i. f est surjective si et seulement si pfpeiqqiPI est une famille génératrice de F ,
ii. f est injective si et seulement si pfpeiqqiPI est une famille libre.

Ainsi, f est un isomorphisme de E dans F si et seulement si pfpeiqqiPI est une base de F .

Théorème - Injectivité, surjectivité et image d’une base

Soient A P Mn,ppKq et φA : X ÞÑ AX l’application linéaire de Kn dans Kp qui lui est associée. On appelle :

– noyau de A, noté KerA, le noyau de φA : KerA “ tX P Kp, AX “ 0nu,
– image de A, notée ImA, l’image de φA : ImA “ tAX, X P Kp

u.

Définition - Noyau et image d’une matrice

Remarque. KerA n’est autre que l’ensemble des solutions du système linéaire homogène associé à A.

Si A P Mn,ppRq et C1, . . . , Cp désignent les colonnes de A, alors ImA “ Vect pC1, . . . , Cpq.

Théorème - Image d’une matrice et colonnes

3. Rang d’une application linéaire

On dit que f P L pE,F q est de rang fini si Im f est de dimension finie. Dans ce cas, on appelle rang de f la
dimension de Im f . On note alors rg f “ dim Im f .

Définition - Rang d’une application linéaire

Remarques.

– Si E est de dimension finie et a pour base pe1, . . . , enq, alors rg f “ rgpfpe1q, . . . , fpenqq.
– Si E et F sont de dimension finie, alors f est de rang fini et rg f ď minpdimE, dimF q.

Exemple. Soit f P L pKnrXsq définie par f : P ÞÑ XP 1. On a

rg f “ rgpfpXnq, fpXn´1q, . . . , fpX2q, fpXq, fp1qq “ rgpnXn, pn´ 1qXn´1, . . . , 2X2, X, 0q

“ rgpnXn, pn´ 1qXn´1, . . . , 2X2, Xq.

Ainsi, rg f “ n car la famille pnXn, pn´ 1qXn´1, . . . , 2X2, Xq, échelonnée en degré, est libre.

Soit f P L pE,F q.

i. Si E est de dimension finie, f est injective si et seulement si rg f “ dimE.
ii. Si F est de dimension finie, f est surjective si et seulement si rg f “ dimF .

Si E et F sont de dimension finie et dimE “ dimF , alors pour toute application linéaire f P L pE,F q,

f est injective ô f est surjective ô f est un isomorphisme.

Théorème - Rang et injectivité, surjectivité, bijectivité

Remarque. En particulier, si E est de dimension finie, un endomorphisme f P L pEq est un automorphisme si et
seulement si f est injectif ou surjectif.
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Exemple. Soient a0, . . . , an P K distincts. L’application linéaire f P L pKnrXs,Kn`1q définie par

f : KnrXs Ñ Kn`1

P ÞÑ pP pa0q, . . . , P panqq

est un isomorphisme. En effet, il est aisé de voir que Ker f “ t0KrXsu : si fpP q “ 0KrXs, alors le polynôme P est de
degré au plus n et a a0, . . . , an pour racines, soit n` 1 racines distinctes, il est donc nul.
On retrouve un résultat connu : si py0, . . . , ynq P Kn`1, il existe un unique polynôme P P KnrXs tel que P paiq “ yi
pour tout i P J0, nK, il s’agit du polynôme obtenu par interpolation de Lagrange.

Soit f P L pE,F q. On suppose que G est un supplémentaire de Ker f dans E. Alors, fG : x ÞÑ fpxq définit un
isomorphisme de G dans Im f .

Théorème - Théorème du rang, forme géométrique

Démonstration. L’application fG est linéaire car f l’est et est à valeurs dans Im f , donc fG P L pG, Im fq.

– On a Ker fG “ GX Ker f “ t0Eu car G et Ker f sont en somme directe, donc fG est injective.
– Si y P Im f , on considère x P E tel que fpxq “ y, et on écrit x “ x1 ` x2 où x1 P Ker f et x2 P G, on a alors
y “ fpxq “ fpx2q “ fGpx2q. Ainsi, fG est surjective.

Si E est de dimension finie et f P L pE,F q, alors

dimE “ dimKer f ` dim Im f “ dimKer f ` rg f.

Théorème - Théorème du rang

Démonstration. On sait que Ker f admet un supplémentaire G dans E qui est de dimension finie. D’après le théorème
précédent, G et Im f sont isomorphes. Ainsi, Im f est de dimension finie, et dim Im f “ dimG. Ceci conclut car comme
E “ Ker f ‘G, on a dimG “ dimE ´ dimKer f , donc rg f “ dim Im f “ dimE ´ dimKer f .

Remarque. On notera bien que rien n’est supposé sur l’espace d’arrivée, la formule ci-dessus est donc valable lorsque
F est de dimension infinie.

4. Représentation matricielle

Soient E,F deux K-espaces vectoriels de dimension finie, de bases respectives B “ pe1, . . . , epq et C “ pε1, . . . , εnq.
Si f P L pE,F q, on appelle matrice de f relativement aux bases B et C la matrice MatC

`

fpe1q, . . . , φpepq
˘

. On
la note MatB,C pfq.

MatC pfpe1qq MatC pfpe2qq MatC pfpepqq

MatB,C pfq “ MatC
`

fpe1q, . . . , fpepq
˘

“

fpe1q fpe2q . . . fpepq
»

—

—

–

fi

ffi

ffi

fl

ε1
...

... . . .
...

...
...

...
...

εn
...

... . . .
...

.

Définition - Matrice d’une application linéaire

Remarques.

– On note parfois fpBq “ pfpe1, . . . , fpenqq, de sorte qu’on peut écrire MatB,C pfq “ MatC pfpBqq.
– Cas d’un endomorphisme : si E “ F et si la base B est choisie au départ et à l’arrivée, on note MatBpfq au lieu

de MatB,Bpfq.
– Si n “ dimE, on a toujours MatBpIdEq “ In.
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Exemples.

1. Soient f P L pR3,R2q donnée par f : px, y, zq ÞÑ px` 2y` z, x´ zq et B “ pe1, e2, e3q et C “ pε1, ε2q les bases
canoniques respectives de R3 et R2. Comme on a

$

&

%

fpe1q “ fp1, 0, 0q “ p1, 1q “ ε1 ` ε2,
fpe2q “ fp0, 1, 0q “ p2, 0q “ 2ε1,
fpe3q “ fp0, 0, 1q “ p1,´1q “ ε1 ´ ε2,

MatBR2
pfpe1qq “

ˆ

1
1

˙

, MatBR2
pfpe2qq “

ˆ

2
0

˙

, et MatBR2
pfpe3qq “

ˆ

1
´1

˙

, et

MatBR2 ,BR3
pfq “

ˆ

1 2 1
1 0 ´1

˙

.

Si on change la base d’arrivée en C 1 “
`

ε1
1, ε

1
2

˘

, où ε1
1 “ p1, 1q et ε1

2 “ p´1, 1q, alors fpe1q “ p1, 1q “ ε1
1,

fpe2q “ p2, 0q “ ε1
1 ´ ε1

2, et fpe3q “ p1,´1q “ ´ε1
2, donc :

MatB,C 1 pfq “

ˆ

1 1 0
0 ´1 ´1

˙

.

2. Soient f P L pR2rxsq définie par f : P ÞÑ XP 1 ` P p1q, et B “ p1, X,X2q la base canonique de R2rXs. On a

MatBpfq “

fp1q fpXq fpX2q
˜ ¸

1 1 1 1
X 0 1 0
X2 0 0 2

, car

$

’

&

’

%

fp1q “ 1,

fpxq “ 1 `X,

fpX2q “ 1 ` 2X2.

Remarque. Si A P Mn,ppRq et B, C sont les bases canoniques respectives de Kn et Kp alors l’application linéaire φA

canoniquement associée à A a pour matrice A relativement aux bases B et C :

MatB,CpφAq “ A.

Soient f P L pE,F q et B, C des bases respectives de E et F . Pour tout x P E, on a

MatC
`

fpxq
˘

“ MatB,C pfq MatBpxq.

Théorème - Calcul des coordonnées de l’image d’un vecteur

Exemple. On reprend l’exemple ci-dessus : f P L pR2rXsq est définie par f : P ÞÑ XP 1 `P p1q. À l’aide de la matrice de
f dans la base canonique B de R2rXs calculée ci-dessus, on peut calculer l’image par f du polynôme P “ 1´X`2X2 :

MatBpfpP qq “

¨

˝

1 1 1
0 1 0
0 0 2

˛

‚

¨

˝

1
´1
2

˛

‚ “

¨

˝

2
´1
4

˛

‚.

On trouve alors bien que fpP q “ 2 ´X ` 4X2.

Remarques.

– On peut aisément généraliser ce résultat à une famille de vecteurs px1, . . . , xpq de E :

MatC
`

fpx1q, . . . , fpxpq
˘

“ MatB,C pfq MatBpx1, . . . , xpq.

– Le résultat ci-dessus permet de faire des calculs de noyaux et d’image d’une application linéaire f en calculant le
noyau et l’image d’une matrice de f : en effet, si x P E et y P F , alors en notant X “ MatBpxq et Y “ MatC pyq

et A “ MatB,C pfq,
x P Ker f ô fpxq “ 0F ô AX “ 0n,1 ô X P KerA

y P Im f ô Dx P E, y “ fpxq ô DX P Kp, Y “ AX.

Exemple. Soit f P L pR2rXs donnée par
f : P ÞÑ 2P ´ pX ` 1qP 1.
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Comme fp1q “ 2, fpXq “ X ´ 1, et fpX2q “ ´2X, la matrice de f dans la base canonique B “ p1, X,X2q est

A “

fp1q fpXq fpX2q
˜ ¸1 2 ´1 0

X 0 1 ´2
X2 0 0 0

.

– Déterminons Ker f : si P “ a`bX`cX2, on a P P Ker f si et seulement si MatBpfqMatBpP q “ 03,1, c’est-à-dire :
ˆ

2 ´1 0
0 1 ´2
0 0 0

˙ˆ

a
b
c

˙

“

ˆ

0
0
0

˙

ô

"

2a´ b “ 0
b´ 2c “ 0

ô

"

b “ 2a
c “ a

.

Ainsi, P P Ker f si et seulement si P s’écrit a` 2aX ` aX2, ce qui donne Ker f “ Vect
`

X2 ` 2X ` 1
˘

.
– Déterminons Im f : si Q P R2rXs, on a Q P Im f si et seulement si MatBpQq P ImA. Or

MatBp1q MatBpXq

ImA “ Vect

˜

¨

˝

2
0
0

˛

‚,

¨

˝

´1
1
0

˛

‚,

¨

˝

0
´2
0

˛

‚

¸

“ Vect

˜

¨

˝

2
0
0

˛

‚,

¨

˝

0
´2
0

˛

‚

¸

“ Vect

˜

¨

˝

1
0
0

˛

‚,

¨

˝

0
1
0

˛

‚

¸

.

On en déduit que Im f “ Vect p1, Xq.

Le résultat suivant justifie la correspondance entre les applications linéaires entre deux K-espaces vectoriels de dimen-
sion finie et les matrices de Mn,ppKq.

Si E,F sont deux K-espaces vectoriels de dimension finie de bases respectives B et C , alors l’application

Φ : L pE,F q Ñ Mn,ppKq

f ÞÑ MatB,C pfq

où p “ dimE et n “ dimF , est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

Théorème - Applications linéaires et matrices

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et B une base de E. Si f, g P L pEq, alors

i. MatBpg ˝ fq “ MatBpgq MatBpfq,
ii. f est inversible si et seulement si MatBpfq P GLnpKq, et MatBpf´1q “ MatBpfq´1.

Théorème - Représentation matricielles et opérations

Remarque. Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie n, l’application

L pEq ÞÑ MnpKq

f ÞÑ MatBpfq

est donc un isomorphisme d’anneaux. En particulier, si f P L pEq et k P N, alors MatBE
pfkq “

`

MatBpfq
˘k.

5. Rang d’une matrice

Soit A P Mn,ppRq. On appelle rang de A, noté rgpAq, la dimension de ImA, c’est-à-dire le rang de la famille
formée par ses vecteurs colonnes :

rgA “ dim ImA “ dimVect pC1, . . . , Cpq ,

où C1, . . . , Cp sont les colonnes de A. Autrement dit rgA “ rgφA, où φA est l’application linéaire canoniquement
associée à A.

Définition - Rang d’une matrice

Remarque. Comme rgA “ rgφA, on sait que rgA ď minpp, nq. En d’autres termes, le rang d’une matrice ne peut
excéder le nombre de ses lignes, ni le nombre de ses colonnes.
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Soient E,F deux K-espaces vectoriels de dimension finie, de bases respectives B et C . Si f P L pE,F q, alors

rgpMatB,C pfqq “ rg f.

Théorème - Rang d’une application linéaire, rang d’une matrice

On retiendra que le rang de f P L pE,F q est le rang de sa matrice relativement à n’importe quel couple de bases. Par
conséquent, le calcul du rang d’une application linéaire ou d’une famille de vecteur peut se ramener au calcul du rang
d’une matrice.

Exemple. Si P “ X2 ´X ` 1, Q “ 3X2 `X ` 2 et R “ 3X2 ` 5X ` 1, alors rgpP,Q,Rq “ rg

ˆ

1 2 1
´1 1 5
1 3 3

˙

.

Remarque. Le théorème du rang entraîne que si A P Mn,ppKq, alors p “ dimkerA` rgA.

6. Changement de base, équivalence, similitude

On désigne par E un K-espace vectoriel de dimension finie, et B “ pe1, . . . , enq et B1 “ pe1
1, . . . , e

1
nq sont deux bases

de E.

On appelle matrice de passage de la base B à la base B1 la matrice

PB,B1 “ MatB1,BpIdEq “ MatBpB1q.

Il s’agit de la matrice de MnpKq dont les colonnes sont les coordonnées
des vecteurs de B1 dans la base B.

PB,B1 “

e1
1 . . . e1

n
¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

e1

...
...

...
...

...
...

...

en

...
...

...

Définition - Matrice de passage

Si B, B1 et B2 sont trois bases de E, alors

PB,B1 est inversible, et pPB,B1 q
´1

“ PB1,B, PB,B1PB1,B2 “ PB,B2 .

Théorème - Propriétés des matrices de passage

Exemple. On se place dans R2, muni de la base canonique B “ pe1, e2q et de la base B1 “ pe1
1, e

1
2q avec e1

1 “ p1, 1q et
e1
2 “ p0, 1q. On a

PB,B1 “

e1
1 e1

2
ˆ ˙

e1 1 0
e2 1 1

et PB1,B “

e1 e2
ˆ ˙

e1
1 1 0
e1
2 ´1 1

.

Si x P E et si on note X “ MatBpxq et X 1 “ MatB1 pxq, on a : X “ PB,B1X 1.

Théorème - Vecteurs et changement de base

Exemple. Revenons à l’exemple ci-dessus : si x “ p2, 2q, alors on a X “ MatBpxq “

´

2
2

¯

. On trouve les coordonnées
dans la base B1 en écrivant :

X 1 “ PB1,BX “

ˆ

1 0
´1 1

˙ˆ

2
2

˙

“

ˆ

2
0

˙

.

Soient E,F des K-espaces vectoriels de dimension finie, et B,B1 deux bases de E, C ,C 1 deux bases de F . Si
f P L pE,F q, alors en notant : A “ MatB,C pfq, A1 “ MatB1,C 1 pfq, P “ PB,B1 , Q “ PC ,C 1 , on a :

A1 “ Q´1AP.

Théorème - Applications linéaires et changement de base
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Démonstration. Il suffit de remarquer que MatC ,C 1 pIdF q MatB,C pfq MatB1,BpIdEq “ MatB1,C 1 pIdF ˝f ˝ IdEq.

Soient E,F des K-espaces vectoriels de dimension finie avec dimE “ p et dimF “ n. Si f P L pE,F q et rg f “ r,
alors il existe une base B de E et une base C de F telles que

MatB,C pfq “ Jr, où Jr “

ˆ

Ir 0
0 0

˙

P Mn,ppKq

Théorème - Matrices Jr

Démonstration. On remarque pour commencer que le théorème du rang entraîne que dimKer f “ p´ r.

On considère une base de Ker f , qu’on note per`1, . . . , epq. On peut ensuite
compléter cette famille en une base B “ pe1, . . . , er, er`1, . . . , epq de E.

La famille pfpe1q, . . . , fperqq est libre : en effet si λ1fpe1q`. . .`λrfperq “ 0F ,
alors par linéarité λ1e1 ` . . . λrer P Ker f X Vect pe1, . . . , erq “ t0Eu, donc
λ1 “ . . . “ λr “ 0. On peut donc compléter cette famille libre de F en une
base C “ pfpe1q, . . . , fperq, εr`1, . . . εnq de F .

fpe1q . . . fperq fper`1q . . . fpepq

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

fpe1q 1 0 . . . 0
...

. . .
...

...

fperq 1
...

...

εr`1 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...
εn 0 0 0 0 . . . 0

La matrice MatB,C pfq est donc bien la matrice Jr souhaitée.

Remarques. Soit r P N‹.

– Il y a une matrice Jr pour chaque taille n ˆ p de matrice. Lorsqu’on aura besoin de le préciser, on notera Jn,p
r

la matrice Jr de Mn,ppKq.
– La matrice Jr est de rang r.

Soient A,B P Mn,ppKq. On dit que A et B sont équivalentes s’il existe deux matrices inversibles P P GLppKq et
Q P GLnpKq telles que

B “ Q´1AP.

Définition - Matrices équivalentes

Remarques.

– Si B P Mn,ppKq est obtenue depuis A P Mn,ppKq par opérations élémentaires, alors A et B sont équivalentes.
– Deux matrices de Mn,ppKq sont équivalentes si et seulement si elles représentent la même application linéaire

dans deux couples de bases.

Deux matrices de Mn,ppKq sont équivalentes si et seulement si elles ont le même rang.

Théorème - Équivalence et rang

Si A P Mn,ppKq, alors rgA “ rgAJ.

Théorème - Rang et transposition

Remarque. On avait déjà vu que le rang d’une matrice est le rang de la famille de ses colonnes, on déduit de ce qui
précède que c’est aussi le rang de la famille de ses lignes.

Les opérations élémentaires permettent au moyen de l’algorithme du pivot de Gauss de se ramener sans changer
le rang à une matrice échelonnée, dont le rang est égal au nombre de ses lignes non nulles.

Calcul du rang

Exemple. rg

ˆ

1 0 1 3
2 ´1 1 1

´4 3 ´1 3

˙

“ rg

ˆ

1 0 1 3
0 ´1 ´1 5
0 3 3 15

˙

“ rg
´

1 0 1 3
0 ´1 ´1 5

¯

“ 2.
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Soient A,B P MnpKq. On dit que A est semblable à B s’il existe une matrice P P GLnpKq telle que

B “ P´1AP.

Définition - Matrices semblables

Remarques.

– La relation de similitude est une relation d’équivalence sur MnpKq.
– Deux matrices semblables sont en particulier équivalentes, elles ont donc même rang.

Deux matrices sont semblables si et seulement si elles représentent le même endomorphisme, chacune dans une
base donnée.

Théorème - Similitudes et applications linéaires

Remarque. On prendra garde au fait que la base d’arrivée de l’endomorphisme doit être la même au départ et à
l’arrivée : deux matrices A et B sont semblables si et seulement s’il existe un espace vectoriel E qui a pour bases
B,B1 et f P L pEq tels que

A “ MatBpfq, et B “ MatB1 pfq.

Si A,B P MnpKq sont semblables, alors

rgA “ rgB, trA “ trB, detA “ detB.

Théorème - Similitude et rang, trace, déterminant.

Rappel. On rappelle que si A,B P MnpKq, alors trpABq “ trpBAq.

Démonstration. Si A,B P MnpKq sont semblables, alors elles sont équivalentes, donc ont même rang. Par ailleurs,
si on P P GLnpKq est telle que B “ P´1AP . On en déduit que trB “ trpP´1AP q “ trpAPP´1q “ trA, et
detpBq “ detpP´1qdetA detP “ pdetP q´1 detA detP “ detA.

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie ayant pour base B et f P L pEq, on appelle alors :

– trace de f le scalaire trpMatBpfqq, qu’on note trpfq,
– déterminant de f le scalaire detpMatBpfqq, qu’on note detpfq.

Définition - Trace et déterminant d’un endomorphisme

Remarque. D’après ce qui précède trpfq et detpfq ne dépendent pas du choix de la base B de E.

7. Projecteurs, symétries

Dans cette partie, E désigne un K-espace vectoriel et F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E : tout
vecteur x P E s’écrit de manière unique sous la forme

x “ xF ` xG, où xF P F, xG P G.

Dans toute la suite, nous utiliserons les notations ci-dessus.

F

G x

xF
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Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E, on appelle projecteur sur F parallèlement à
G l’application

p : E Ñ E
x ÞÑ xF

Ainsi définie, l’application p est un endomorphisme de E.
L’application q : x ÞÑ xG définit alors un autre projecteur, et on dit que p et q sont des projecteurs associés.

Définition-théorème - Projecteur

Exemple. Si n P N‹, on rappelle que MnpKq “ SnpKq ‘ AnpKq. Plus précisément, pour toute matrice M P MnpKq,
on a M “ 1

2 pM`MJq` 1
2 pM´MJq, avec 1

2 pM`MJq P SnpKq et 1
2 pM´MJq P AnpKq. Par conséquent, le projecteur

sur SnpKq parallèlement à AnpKq est :
p :M ÞÑ 1

2 pM `MJq.

Remarques.

– Si E “ F ‘G et p est le projecteur sur F parallèlement à G, alors
"

ppxq “ x pour tout x P F,
ppxq “ 0E pour tout x P G.

– Si de plus q est le projecteur sur G parallèlement à F , alors :

p` q “ IdE , et pq “ qp “ 0L pEq.

Si p P L pEq, alors p est un projecteur de E si et seulement si p ˝ p “ p, et dans ce cas :

i. p est un projecteur sur Im p, parallèlement à Ker p.
ii. Im p “ Kerpp´ IdEq.

En particulier, E “ Im p‘ Ker p.

Théorème - Caractérisation des projecteurs

Dans une base B adaptée à la somme directe E “ Im p‘ Ker p “ Kerpp´ IdEq ‘ Ker p, la matrice d’un projecteur p
s’écrit :

MatBppq “

ppe1q . . . pperq pper`1q . . . ppenq
»

—

—

—

—

—

—

—

—

–

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

e1 1 0 . . . 0
...

. . .
...

...
er 1 0 . . . 0

er`1 0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...
en 0 . . . 0 0 . . . 0

.

où r “ dimpIm pq “ rg p. Ainsi, on a trppq “ r “ rgppq.

Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E, on appelle symétrie par rapport à F paral-
lèlement à G l’application

s : E Ñ E
x ÞÑ xF ´ xG

Ainsi, définie, l’application s est un endomorphisme de E.

Définition-théorème - Symétrie

F

G x

xF

xF

xG

spxq
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Si s P L pEq, alors s est une symétrie de E si et seulement si s ˝ s “ IdE , et dans ce cas :

(i) s est la symétrie par rapport à Kerps´ IdEq, parallèlement à Kerps` IdEq,
(ii) on a F “ Kerps´ IdEq et G “ Kerps` IdEq.

En particulier, E “ Kerps´ IdEq ‘ Kerps` IdEq.

Théorème - Caractérisation des symétries

Dans une base B adaptée à la E “ E “ Kerps´ IdEq ‘ Kerps` IdEq, la matrice d’une symétrie s s’écrit :

MatBpsq “

ppe1q . . . pperq pper`1q . . . ppenq
»

—

—

—

—

—

—

—

—

–

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

e1 1 0 . . . 0
...

. . .
...

...
er 1 0 . . . 0

er`1 0 . . . 0 ´1
...

...
...

. . .
en 0 . . . 0 ´1

.

Remarque. Si E “ F ‘ G et p est le projecteur sur F , parallèlement à G, et s est la symétrie par rapport à F
parallèlement à G, alors s “ 2p´ IdE .

IV Formes linéaires et hyperplans

Si H est un sous-espace vectoriel de E, on dit que H est un hyperplan de E si H est le noyau d’une forme linéaire
non nulle de E.

Définition - Hyperplan

Exemples.

1. Comme φ : px, y, zq ÞÑ 3x`2y´z est une forme linéaire non nulle de R3, Kerφ “
␣

px, y, zq P R3, 3x` 2y ´ z “ 0
(

est un hyperplan de R3.
2. Comme ψ : P ÞÑ P p2q est une forme linéaire non nulle de RnrXs, Kerψ “ tP P Rnrxs, P p2q “ 0u est un

hyperplan de Rnrxs.
3. L’hyperplan tf P C0pr0, 1s,Rq,

ż 1

0
fptqdt “ 0u est associé à la forme linéaire f ÞÑ

ż 1

0
fptqdt de C 0pr0, 1s,Rq.

Un sous-espace vectoriel H de E est un hyperplan de E si et seulement s’il existe un sous-espace vectoriel D de
E tel que dimD “ 1 et E “ H ‘D.

Théorème - Caractérisation des hyperplans

Remarque. Si E est un espace vectoriel de dimension finie n, alors un sous-espace vectoriel H de E est donc un
hyperplan de E si et seulement si dimH “ n´ 1.

Si φ et ψ sont deux formes linéaires non nulles sur E telles que H “ Kerφ “ Kerψ, alors φ et ψ sont colinéaires.
Théorème - Equations d’un hyperplan

Si E est de dimension finie n,

– si H1, . . . , Hm sont des hyperplans de E, alors dimpH1 X . . .XHmq ě n´m,

Théorème - Intersection d’hyperplans
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– si F est un sous-espace vectoriel de E de dimension n ´ m, il existe des hyperplans H1, . . . , Hm de E tels
que F “ H1 X . . .XHm.
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