MP — Mathématiques 2026-27

Chapitre 1

Algebre linéaire

Ce chapitre est consacré a des révisions d’algebre linéaire de lere année. Dans tout le chapitre, K désigne R ou C.

| Matrices

Rappelons quelques principes de base du produit matriciel, qui seront trés utiles pour la suite : si A € 4, ,(K) et
B e A, 4(K), alors le produit AB est une matrice de ., 4(K) dont les coefficients sont donnés par :

P
Vie[1,n], Vje[l,q], (AB);; = Z @ kbg ;.
=1

Si on note L;(A) la ieme ligne de A et C;(B) la jéme colonne de B, alors (AB); ; est le produit matriciel de L;(A)

par C;(B) : pour tous i, j,
! (AB);; = Li(A)C;(B).

Produit avec une matrice colonne ou une matrice ligne

Soit A e ., ,(K).

1
P
- Si X e #,1(K), alors AX = > z;,Cr(A), ou X = | :
0 =t Tp
En particulier, A |1]| est la i-eme colonne de A.
0
- Si X e 1 ,(K), alors XA = > xLg(A4), ou X = (zl xn)
k=1
En particulier, (0 IR B 0) A est la i-eme ligne de A.

L’écriture du produit a ’aide des colonnes de la deuxiéme matrice est a particulierement bien comprendre, et s’avere
trés utile.

Produit AB avec les colonnes de B. Soient A € 4, ,(K) et B € 4, ,(K).

SiB=| X;|...| Xy |, alors AB=| AX; |...| AX,

On retiendra plus généralement la possibilité de calculer le produit par colonne, ou chaque colonne de AB est combi-
naison linéaire des colonnes de A, ou par lignes, ou chaque ligne est combinaison linéaire des lignes de B :

P
2 ai;L;(B)
j=1
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Il Espaces vectoriels
1. Généralités

On se contente ici de rappeler les exemples de référence de K-espaces vectoriels.

Le corps de base : K muni de ses lois + et x est un K-espace vectoriel.

Matrices : M, »(K) muni de 'addition des matrices et de la multiplication par un scalaire est un K-
espace vectoriel.

Polynémes : K[X] muni de I'addition des polynomes et de la multiplication par un scalaire est un K-
espace vectoriel.

Applications : F (X, E), ou E est un K-espace vectoriel et X un ensemble quelconque, muni de ’addition
des fonctions et de la multiplication par un scalaire : si f,g € F (X, E) et A € K,

frgiom f@)+g@), M ixe @),

est un K-espace vectoriel.

Suites : KY muni de I'addition des suites et de la multiplication par un scalaire est un K-espace
vectoriel. Il s’agit d’un cas particulier du cas précédent.

Espace produit : Si E, F sont des K-espaces vectoriels, alors le produit £ x F est également un K-espace
vectoriel muni des lois + et - : si (z,y), (2/,y') € E x F et A€ K,
(l’,y) + (xluy/) = (.’L’+{L‘/,y+y/) A (337:[/) = ()‘:E7)\y)

Plus généralement, si F1,..., F, sont des K-espaces vectoriels, alors Fj x ... FE, est un K-
espace vectoriel pour les lois produits.

Ezemple : K", et en particulier R%, R3, sont des espaces vectoriels.

Définition - K-algeébre
Un ensemble A muni de deux lois internes + et x, ainsi que d’une loi externe - est appelé une K-algébre si :

— (A, +,) est un K-espace vectoriel.
— (A, 4+, x) est un anneau,

—pourtous z,ye Aet N\eK, A-(zxy)=N-z)xy=xx (A y).

Exemples. Les espaces (K[X], +,, xX), (#n(K),+,-, x), (F(X,K),+,-,x) ou X est un ensemble, (Z(E),+,-,0)
ou F est un K-espace vectoriel, sont des K-algebres.

2. Combinaisons linéaires

Définition - Combinaison linéaire
Soit E un K-espace vectoriel

- Si #1,...,2, € E, on appelle combinaison linéaire de la famille (z;) tout vecteur de F de la forme

ATy + -+ ApTp, 0l (Ag); <4<, est une famille de K.

1<i<n

— Si (%;)ier est une famille quelconque de vecteurs de E, on appelle combinaison linéaire de (x;);e; toute
combinaison linéaire d’un nombre fini de z;. On peut I'écrire Y] A\jz;, ot (X;);c; est une famille presque
nulle de K. el

Exemple. K[X] est 'ensemble des combinaisons linéaires de (X*), -

3. Sous-espaces vectoriels

Définition-théoréme - Sous-espace vectoriel

Soit E un K-espace vectoriel. On dit que F' < F est un sous-espace vectoriel de F si F' = O, et

Ve,ye F, x +y e F, VAeK, VzeF, \-x€F,
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autrement dit, I’ est non vide et stable par combinaison linéaire. F' est alors lui-méme un espace vectoriel.

Exemples.

— K,[X] est un sous-espace vectoriel de K[X].

— Si I est un intervalle de R, alors ¢ (I,K), €"(I,K), €*(I,K) sont des sous-espaces vectoriels de .# (R, K).
— Les ensembles 2,,(K), .7, (K), #,(K) sont des sous-espaces vectoriels de .4, (K).

Intersection de sous-espaces vectoriels

Toute intersection de sous-espace vectoriels de E est un sous-espace vectoriel de E.

En revanche, comme pour les groupes, I'union de deux sous-espaces vectoriels F' et G de E n’est pas toujours un
sous-espace vectoriel. On peut méme montrer, toujours comme pour les groupes, que F' U G est un sous-espace
vectoriel si et seulement si F' < G ou G < F (voir TD).

4. Sous-espace vectoriel engendré par une partie

Définition-théoréme - Sous-espace vectoriel engendré par une partie

Soit A une partie d’'un K-espace vectoriel E. L’intersection de tous les sous-espaces vectoriels contenant A est
notée Vect (A4).

— L’ensemble Vect (A) définit un sous-espace vectoriel contenant A, qui est le plus petit au sens de I'inclusion :
si F' est un sous-espace vectoriel de F, alors

AcF = Vect(A) c F.

— Le sous-espace vectoriel Vect (A) est 'ensemble des combinaisons linéaires de vecteurs de A.

Exemples. — Vect (@) = {0g}.
— Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors Vect (F) = F.

p

% Montrer que F' est un sous-espace vectoriel

Pour montrer que F' © FE est un sous-espace vectoriel, on peut donc alternativement :

— montrer que Og € F, et que F est stable par combinaison linéaire.

— décrire F' comme ’ensemble des combinaisons linéaires d’une famille de vecteurs particuliere de E.

On privilégiera la seconde option des que possible, car elle fournit une famille génératrice de F'.

Exemples.
o Kn[X] = Vect (1, X,...,X"), et K[X]= Vect(X*)pen.
o Si F={(z,y,—2z +y), z,y € R}, alors

F={x(1,0,-2) 4+ y(0,1,1), 2,y € R} = Vect ((1,0,—2),(0,1,1)).

o Dans K[X], {aX?+bX —a, a,be K} = Vect (X -1, X).

Propriétés des sous-espaces vectoriels engendrés

Soient n e Net x1,...,2, € F.
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1. Si x,, est combinaison linéaire des vecteurs x1,...,z,_1 alors
Vect (z1,...,2,) = Vect (z1,...,Tp—1).

7. Ajouter & un vecteur une combinaison linéaire des autres, ou multiplier un vecteur par un scalaire non nul
ne change pas le sous-espace vectoriel engendré :

n—1

— 81 A1,y..., A1 € K alors Vect (24, ..., z,) = Vect (xl,...,xn,l,xn + > )\le)
i=1

— si A e K*, alors Vect (21,...,2,) = Vect (z1,...,Az,).

Ces deux propriétés s’étendent a une famille quelconque de vecteurs de E.

Exemple. F = Vect ((1,2,1), (=1,1,0), (2,1,1)) = Vect ((1,2,1), (0,3,1), (0,—3,—1)) = Vect ((1,2,1), (0,3,1)).

5. Familles remarquables de vecteurs

Définition - Famille génératrice
On dit qu’'une famille (z;);c; de vecteurs de E est génératrice de E, ou encore que la famille (z;);e; engendre E
si E = Vect(z;);er. Cela revient a dire que tout vecteur de F est combinaison linéaire de la famille (z;);er.

Exemples.
~ Si F = {(x,y,2) e R3, z=ux+y},alors F = {(z,y,z +y), z,y € R} = Vect ((1,0,1), (0,1,1)), donc la famille
((1,0,1), (0,1,1)) est génératrice de F.
- SiG={PeR[X], P(1) = P(2) =0}, alors G = {(X —1)(X —2)Q, Q € R[X]} = Vect (X*(X — 1)(X —2)) s
donc la famille (X*(X — 1)(X — 2)),y est génératrice de G.

Définition - Famille libre
On dit qu’une famille (z;),., de vecteurs de E est libre si la seule combinaison linéaire nulle de la famille a tous
ses coefficients nuls : pour toute famille ();),.; presque nulle de K,

Y hiwi =05 = Viel, A; =0.

iel

Si (2;),c; n'est pas libre, on dit qu’elle est liée.

Famille de polynémes a degrés échelonnés

Une famille (Py,..., P,) de K[X] est dite & degrés échelonnés si 0 < deg P; < ... < deg P,, elle est alors libre.

Remarque. Plus généralement, toute famille de polynémes non nuls a degrés deux a deux distincts est libre.

Définition - Base d’un espace vectoriel
I On appelle base de E une famille de vecteurs de E qui est libre et génératrice.

Exemples. Les exemples qui suivent proviennent des exemples précédents, nous avons vu que les familles suivantes
sont a la fois libres et génératrices, et sont donc des bases. Elles ont en commun d’étre les bases “naturelles” dans leur
espace vectoriel. On dit qu’il s’agit de bases canoniques.

— Base canonique de K" : ((1,0,...,0), (0,1,0,...,0), ..., (0,...,0,1)).

~ Base canonique de .#, ,(K) : (Ei’j)(i,j)e[[l,n]]x[[l,p]]‘ Par exemple :

. 1 0 0 1 0 0 0 0 .
¢ la famille ((O 0) , (O O) , <1 0) , (0 1)) est la base canonique de M3 (R),
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1 /0 0
1 .

o la famille | | . |,|.|.....|: || est la base canonique de .#, 1 (R), encore noté K".
AN 0
o/ \o 1

— Base canonique de K, [X]: (1,X,...,X").

— Base canonique de K[X] : (X*)gen.

Coordonnées dans une base

Une famille & = (x;);er de vecteurs de E est une base si et seulement si tout vecteur x € E s’écrit de maniére
unique comme combinaison linéaire de (x;);es : il existe une unique famille presque nulle ();),.; de K telle que

xr = Z:)\Z.Tz

el

i€l

Les coefficients A\; sont alors appelés les coordonnées de x dans la base 4.

Polynémes interpolateurs de Lagrange. Soient xy, ..., z, € K deux a deux distincts. On introduit les polynémes
interpolateurs de Lagrange Ly, ..., L, associés aux points zg, ..., Z,, donnés par
n
X —xy, 1 sii=jy
| € L; = —. Al Li(x;) =0;; = A
vielon), L= [] 35, Mo, Li(ay) = b, {0 ail?
k=i

La famille (Ly, ..., L,) est une base de K,,[X].

6. Dimension finie

Définition - Espace vectoriel de dimension finie
I Un espace vectoriel est dit de dimension finie s’il admet une famille génératrice de cardinal fini.

Exemples.

1. K", K, [X] et 4, ,(K) sont des espaces vectoriels de dimension finie.
2. K[X] n’est pas de dimension finie.

Lemme de Steinitz

Si E est un espace vectoriel de dimension finie possédant une famille génératrice de cardinal n, alors toute famille
libre de E est au plus de cardinal n.

Théoreme de la base incompléte, de la base extraite
Si F un espace vectoriel de dimension finie,

— on peut compléter toute famille libre de E' en une base de F,
— on peut extraire une base de E de toute famille génératrice de F.

Par conséquent, tout espace vectoriel de dimension finie possede une base.

Définition-théoreme - Dimension d’un espace vectoriel de dimension finie

Si E est un espace vectoriel de dimension finie, alors ses bases ont méme cardinal, appelé dimension de E.
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Exemples.

1. Les bases rencontrées précédemment permettent d’affirmer :

dimK" =n, dim.#,,(K)=np, dmK,[X]=n+1.

2. Matrices symétriques, antisymétriqgues. On a :

1 —1
dim .7, (K) = @ dim o7, (K) = "("T)
Démonstration.
- Side S (K),ona A= > a;;Ei;+ Y a;;(Eij+ Ej;)e Vect(F), ou .F est la concaténa-

tion des familles i=1 1<i<j<n

F1 = (Bii)i<i<n, et Fo=(Eij+ Eji)i<i<j<n-

On voit aisément que .7 est libre, c’est donc une base de .7, (K). Par ailleurs, |#;| = n et

[
s

| Za| = [{(i,5) e N?, 1 <i<j<n} {(i,j)eN?, 1 <i<j—1}

=1

I

Jj=1

n n—1
Finalement, | %] = Y j—1= Y j = n(nz_l)' Ainsi, |F| = | 71| + | F2| = n(n2+1).
j=1 3'=0

- Si Ac JZ/n(K), on a A= Z Cl@j(EiJ — Ej,i) € Vect (93), ou yg, = (Ei’j — Ej,i)1<i<j<n-

I<i<j<n

Ainsi, Z3, libre et génératrice, est une base de 7, (K), or |#3| = |F2| = @ O
3. Suites récurrentes linéaires d’ordre 2. Si a,b € K, alors
F = {(tun)nen € KN, VneN, upio = aupi1 + buy, }
est un sous-espace vectoriel de KN de dimension 2.

Démonstration. On remarque que Ogv € F' et F' est stable par combinaison linéaire, donc F' est un
sous-espace vectoriel de KV, Par ailleurs, les suites v, w € F' définies par

’Uo=1,’01=0, w0=0,w1=1,
VneN, v,1o = avp41 + buy, VneN, wyio = awpq1 + bw,y,.

La famille (v, w) est libre car aucune des deux suites n’est multiple de 'autre. D’autre part, si v € F,
alors les suites u et ugv + uiw sont dans F' et ont les mémes deux premiers termes, elles sont donc
égales. Ainsi, u = ugv + uyw € Vect (v, w), et on a F' = Vect (v, w).

Finalement, (v, w) est libre et génératrice de F', c’est donc une base de F', et dim F = 2. O

Cardinal des familles libres, des familles génératrices
Si E est un espace vectoriel de dimension finie n, alors :

— Toute famille libre de E a au plus n vecteurs.
— Toute famille génératrice de F a au moins n vecteurs.

Remarque. En particulier, si E posséde une famille génératrice de cardinal k, alors dim E < k.

Si dim F = n, il suffit de vérifier qu’une famille de cardinal n est libre, ou de vérifier qu’elle est génératrice pour en
déduire qu’il s’agit d’une base de E. Une famille de cardinal dim E est dite de bon cardinal.

Familles de bon cardinal

Soient E un espace vectoriel de dimension n € N* et . une famille de E de cardinal n. Alors

Z est libre < 7 est génératrice < % est une base.
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Exemple. Sin € N, une famille (P, ..., P,) échelonnée en degré de K, [X] est une base : elle est libre et de bon
cardinal.

Dimension d’un produit cartésien d’espaces vectoriels

Si E et F sont deux K-espaces vectoriels de dimension finie, alors E x F' est de dimension finie, et

dimFE x F = dim E + dim F.

Dimension des sous-espaces vectoriels en dimension finie

Si E est de dimension finie et F' est un sous-espace vectoriel de E, alors F est de dimension finie et dim F' < dim F.

De plus,
dimF =dimF < F=F.

Remarque. Ainsi, si F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E tels que F' < G et dim F' = dim G, alors F' = G.

7. Rang d’une famille de vecteurs

Définition - Rang d’une famille de vecteurs

Soit & = (z1,...,xk) une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E. On appelle rang de la famille .%, noté
rg %, la dimension de ’espace vectoriel engendré par cette famille :

rg(xy,...,x5) = dim (Vect (z1,...,21)) .

Remarque. Le rang de % correspond au cardinal de la plus grande sous-famille libre contenue dans .%.
Exemple. Dans K[X], on a rg(1, X, X?) = dim Vect (1,X7 X2) = dimKy[X] = 3.

Les opérations qui ne changent pas ’espace vectoriel engendré ne changent pas non plus le rang. En particulier, les
opérations de la méthode du pivot de Gauss laissent le rang invariant. Ceci simplifie parfois le calcul du rang.

Exemples. =uz—2u1  =uz+du;

—— —
1. Onarg((1,1,2), (2,1, 1), (-4,1,17)) = rg((1,1,2), (0,—1,—5), (0,5,25)) = rg((1,1,2), (0,—1,—5)) = 2, car
les vecteurs (1,1,2) et (0,—1,—5) sont non colinéaires, donc ils forment une famille libre.

2.0na rg(X?—-1, X+1, X?2-X) = rg(X2-1, X +1, - X +1) = 1g(X2+1, X +1, 2) = 3, car cette derniére
famille est échelonnée en degré. Ainsi, (X2 —1, X +1, X2 — X) est une base de Ky[X].

Cardinal d’une famille, dimension de E et rang

Si (z1,..., k) est une famille de vecteurs d’un espace vectoriel F, alors
o rg(zy,...,zk) <k et rg(zy,...,zr) <n,
o rg(xy,...,25) =k < (v1,...,7)) est libre.
o rg(xy,...,xx) =n < (r1,...,2k) est génératrice de E.

8. Somme de sous-espaces vectoriels

Définition-théoréme - Somme de deux sous-espaces vectoriels

On appelle somme de deux sous-espaces vectoriels F' et G de E ’ensemble
F+G={z+y, xe F,yeG}.

F + G est un sous-espace vectoriel de F, il s’agit du plus petit sous-espace vectoriel de E qui contient F' et G.
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Par ailleurs, on a :
F+G=Vect(FuQG).

Remarque. Si F = Vect (21,...,2,) et G = Vect (y1,...,Ym), OU L1,...,Tn,Y1,---,Ym € E, alors
F+G = Vect (T1,...,TnyY1s- s Ym) -

Plus généralement, si (;)c; est une famille de vecteurs de E et J < I, alors Vect(x;)ier = Vect(x;)ies + Vect(2;)ien -

Définition - Somme directe de deux sous-espaces vectoriels

On dit que la somme de deux sous-espaces vectoriels F' et G de E est directe si tout vecteur x € F' + G s’écrit de
maniére unique sous la forme x = xp + g, ot zp € F et g € G. On note alors la somme F @ G.

Caractérisation de la somme directe

Deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont en somme directe si et seulement si F'n G = {Og}.

Base adaptée

Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de dimension finie de E en somme directe et si Br = (21,...,2p) €t
PBa = (Y1, -.,Yq) sont des bases respectives de F' et G, alors la concaténation

B = (xla"'axpvylu"qu)
de Br et Bg est une base de F @ G. On dit que &£ est une base adaptée a la somme directe F' D G.

Définition - Sous-espaces supplémentaires
On dit que F et G sont supplémentaires dans E si E = F ®G.

Autrement dit, F' et G sont supplémentaires dans E si tout vecteur de F s’écrit de maniére unique comme la
somme d’un vecteur de F' et d’un vecteur de G.

'\ Un supplémentaire n’est en général pas unique. Par exemple, n’'importe quelle droite vectorielle différente de I’axe
des ordonnées est un supplémentaire de ’axe des ordonnées.

Caractérisation de la supplémentarité

Deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont supplémentaires dans F si et seulement si F'+ G = FE et
FnG= {OE}

% Montrer que F' et G sont supplémentaires
Pour montrer que deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont supplémentaires dans F,

— soit on montre que tout vecteur de E se décompose de maniére unique comme la somme d’un vecteur de
F et d’un vecteur de G (par exemple par analyse-synthése),
— soit on montre que ¢ tout vecteur de E est la somme d’un vecteur de F' et d’un vecteur de G,
¢ tout vecteur de F' n G est nul.

Existence de supplémentaires en dimension finie

Si E est un espace vectoriel de dimension finie et F' est un sous-espace vectoriel de F, alors F' a admet un

supplémentaire G dans E, et on a
dim F + dimG = dim F.
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Remarques.

— Une conséquence immédiate est que si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de dimension finie d’un espace
vectoriel quelconque E et si F' et G sont en somme directe, alors

dmF®G = dim F + dimG.

— Les arguments de la preuve ci-dessus permettent d’obtenir que deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont tels
que la concaténation d’'une base de F' et d’'une base de GG est une base de E, alors F' et GG sont supplémentaires
dans E. Nous avions déja rencontré la réciproque.

Formule de Grassmann

Soient E un espace vectoriel et F,G deux sous-espaces vectoriels de ' de dimension finie. Alors F' + G est de

dimension finie, et
dim(F +G) = dim F +dimG —dim F n G.

On déduit de ce résultat une maniere souvent plus simple de montrer que deux sous-espaces vectoriels sont supplé-
mentaires en dimension finie.

Caractérisation de la supplémentarité

Si F est un espace vectoriel de dimension finie et F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de F, alors

FnG={0g} E=F+GaG,
FOoG=F < . ) . < . . .
dimF +dimG = dim F dimF +dimG = dim F

Remarque. On retiendra que pour montrer que F' et G sont supplémentaires, il suffit de montrer seulement deux
assertions parmi les trois suivantes :

E=F+G, FnG={0g}, dim E = dim F + dim G.

On peut donc remplacer une des deux assertions F = F + G et F n G = {Og} par un argument de dimension.

Exemple. SineN* ona ,(K)=.7,(K)® «,(K).

— On a dim %, (K) + dim &7, (K) = @ + @ =n? = M,(K).

— On a par ailleurs .%,,(K) N @,(K) = {0} : si M € %,(K) n #,(K), alors M = MT = —M.
IIl  Applications linéaires

1. Généralités

Définition - Application linéaire

— On dit qu’une application f: E — F est linéaire (ou f est un morphisme de K-espaces vectoriels) si :
Ve,ye B, VA, peR, f(Az+py) = Af(x) + pf(y).

- Si F =K, on dit que f est une forme linéaire de E. On note parfois E* I’ensemble .Z(F,K).

Remarque. Pour montrer qu’une application f : £ — F est linéaire, il suffit de montrer que pour tous z,y € F et
tout scalaire Ae K, on a f(Az +y) = Af(z) + f(y).
Exemples.

— Pour tout A € K, I'application AIdg est un endomorphisme de E, appelé homothétie de E de rapport A.

— Si % = (ei)ier est une base de E et i € I, on note e} 'application de E dans K qui & un vecteur de z associe sa

coordonnée selon e; dans la base 4 : .
er: Y riej — .
jel
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Les applications e}, pour ¢ € I, sont des formes linéaires, appelées formes coordonnées relativement a la base 4.
— Si a € K, lapplication P — P(a), appelée évaluation en a, définit une forme linéaire de K[X].
— Si A € K[X], l'application P — AP définit un endomorphisme de K[X].
— Si Q € K[X], lPapplication P — P o @ définit un endomorphisme de K[X].
— L’application P +— P’ définit un endomorphisme de K[X].
— Sia,be R, lapplication f — fz f(t) dt définit une forme linéaire de €°([a, b], R).

— Si I est un intervalle de R, alors f — f’ définit une application linéaire de €' (I, R) dans ¢°(I,R). Elle définit
par ailleurs un endomorphisme de €* (I, R).

Définition-théoreme - Application linéaire associée a une matrice

Soit A € A, ,(R). L’application
»(R). L’app on: K > K

X — AX

est une application linéaire, dite canoniquement associée a la matrice A. On la notera ¢4 dans la suite.

Remarque. On rappelle 'identification que 'on fait entre K™ et .4, 1 (K), noté K™ ici. Ceci permet de voir I’application
du second exemple ci-dessus comme une application de K? dans K.

Définition - Isomorphisme, automorphisme, espaces vectoriels isomorphes

Si f e Z(E,F) est bijective, on dit que f est un isomorphisme de E dans F. On dit alors que les espaces
vectoriels E et F' sont isomorphes.

On appelle automorphisme de E un isomorphisme de F dans E. On note GL(E) I’ensemble des automorphismes
de E.

Exemples.
— L’application (a,b,c) — aX? + bX + ¢ est un isomorphisme de K? dans Ky[X].

— Sia,beK et sion note . ensemble des suites de KN telles que Vn € N, uy 9 = aUpy1 + buy, alors u — (ug, up)
définit un isomorphisme de .7 dans K2.

L’espace vectoriel Z(E, F')

Z(E, F) est un K-espace vectoriel. En particulier, toute combinaison linéaire d’applications linéaires de E dans
F est une application linéaire.

Si E et F sont de dimension finie, alors .Z(E, F') est de dimension finie, et dim.Z(E, F) = dim F dim F".

Remarque. En particulier, si E est de dimension finie, alors dim E* = dim £ (F,K) = dim E.

Réciproque, composition
Si f e Z(E,F) est un isomorphisme, alors f~! € Z(F, E).
Si E, F,G sont trois K-espaces vectoriels et f e Z(E,F) et g€ £ (F,G), alors go f € Z(E,G).

Si de plus f et g sont des isomorphismes, alors g o f est un isomorphisme, et (go f)~t = f~tog~1

Anneau .Z(E)

(Z(FE),+,0) est un anneau, dont le groupe des inversibles est GL(E). Par conséquent, (Z(FE), +,-,0) est une
K-algebre.
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Remarque. On a souvent recours a la notation multiplicative habituelle dans la manipulation des anneaux, ce qui
nous amene & noter fg l'application f o g. De méme, on note f™ l'application f o...o f pour tout n € N*. Les
applications obtenues sont appelées les puissances de ’endomorphisme f.

Puissances d’un endomorphisme. Si f € Z(F) et n € N, on note
ff=fo---of sineN*, et fO=1Idg.
| —

n fois

'\ Attention & ne pas confondre cette opération avec le produit dans K : si € K, f™(z) = (f(z))", et cette
derniére expression n’a d’ailleurs pas de sens en général.

Remarque. _Z(F) ayant une structure d’anneaux, on sait que si f,g € Z(F) commutent (i.e. fg = gf), alors les
formules du binéme de Newton et de Bernoulli s’appliquent : pour tout n € N,

n—1

(f+9)" = D, (Z)f’“gnk, et fr—g" = > frgmh
k=0

k=0

A nouveau, on prendra garde au fait que f¥¢g"~* désigne ici f* o g" k.

2. Image et noyau d’une application linéaire

Définition - Noyau et image d’une application linéaire
Soit f e Z(E,F).
— On appelle noyau de f, noté Ker f, 'ensemble des antécédents de O par f. Autrement dit,
Ker f = f1({0F}) = {ue E, f(u) =0p}.

— On appelle image de f, notée Im f, 'ensemble des images des éléments de E par f. Autrement dit,

Imf = f(E) = {f(u), ue E} = {veF, JueE, f(u) =uv}.

Remarque. Comme image réciproque d’un sous-espace vectoriel de F' par une application linéaire, Ker f est un
sous-espace vectoriel de E. Comme image d’un sous-espace vectoriel de F, Im f un sous-espace vectoriel de F'.

Image d’une application linéaire et famille génératrice

Si fe Z(E,F) et (x;),.; est une famille génératrice de E, alors Im f = Vect (f(2;)),c;-

Exemple. Soit ¥ € £ (.#,,(K)) définie par ¥ : M — M — M.

- On a Ker¥ = .7, (K).
— Comme (E; ;)1<i j<n €st une base de .4, (K),

ImV¥ = VeCt(\I/(Eiyj))lgiJgn = Vect(Eiyj — Ej,i)lsi,jgn = Wn(K)

car (E; j — Eji)1<i,j<n contient la base canonique de .27, (K).

Caractérisation de I'injectivité ou de la surjectivité d’une application linéaire
Soit fe Z(E,F).

i. f est injective si et seulement si Ker f = {0g}.
7. f est surjective si et seulement si Im f = F'.
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Remarques.

— Pour montrer que f € Z(E, F) est injective, il suffit de montrer que Ker f < {Og}, car on a toujours {Og} < Ker f.
Pour montrer que f € £(E, F) est surjective, il suffit de montrer que F' < Im f, car on a toujours Im f c F.

— Le critére de surjectivité est vrai pour toute application, il n’utilise pas la linéarité.

Injectivité, surjectivité et image d’une base
Soient f € Z(E, F) et (e;);.; une base de E. Alors,

i. f est surjective si et seulement si (f(e;)),c; est une famille génératrice de F,

ii. f est injective si et seulement si (f(e;));c; est une famille libre.

Ainsi, f est un isomorphisme de E dans F si et seulement si (f(e;));.; est une base de F.

Définition - Noyau et image d’une matrice
Soient A € A, ,(K) et 4 : X — AX Vapplication linéaire de K™ dans K” qui lui est associée. On appelle :

— noyau de A, noté Ker A, le noyau de p4 : Ker A = {X e KP, AX =0,},
— dmage de A, notée Im A, I'image de p4 : ImA = {AX, X € KP}.

Remarque. Ker A n’est autre que ’ensemble des solutions du systéme linéaire homogeéne associé a A.

Image d’une matrice et colonnes

Si Ae M, p(R) et Ch,...,C, désignent les colonnes de A, alors Im A = Vect (C4,...,Cy).

3. Rang d’une application linéaire

Définition - Rang d’une application linéaire
On dit que f € Z(E,F) est de rang fini si Im f est de dimension finie. Dans ce cas, on appelle rang de f la
dimension de Im f. On note alors rg f = dimIm f.

Remarques.
— Si E est de dimension finie et a pour base (eq,...,e,), alors rg f = rg(f(e1),..., f(en))-
— Si E et F sont de dimension finie, alors f est de rang fini et rg f < min(dim E, dim F).
Exemple. Soit f € £ (K, [X]) définie par f: P+— XP'. On a
rgf = rg(f(Xn)’f(Xn_1)7'"’f(X2)’f(X)7f(1>) = rg(nX7l’ (n_ 1)Xn_17""2X27X70>
= 1g(nX", (n—1)X"1 ..., 2X% X).

Ainsi, rg f = n car la famille (n X", (n — 1)X" 71, ... ,2X? X), échelonnée en degré, est libre.

Rang et injectivité, surjectivité, bijectivité
Soit f e Z(E,F).

1. Si F est de dimension finie, f est injective si et seulement si rg f = dim E.
7. Si F' est de dimension finie, f est surjective si et seulement si rg f = dim F.

Si E et F sont de dimension finie et dim F = dim F', alors pour toute application linéaire f € £Z(E, F),

f est injective < f est surjective < f est un isomorphisme.

Remarque. En particulier, si E est de dimension finie, un endomorphisme f € Z(FE) est un automorphisme si et
seulement si f est injectif ou surjectif.

Lycée Montesquieu 12



MP — Mathématiques 2026-27

Exemple. Soient ao,...,a, € K distincts. L’application linéaire f € Z(K,[X],K"*!) définie par
i Ku[X] — Kn+!
P — (P(ao),...,P(an))

est un isomorphisme. En effet, il est aisé¢ de voir que Ker f = {Og[x7} : si f(P) = Og[xj, alors le polyndéme P est de
degré au plus n et a ag, ..., a, pour racines, soit n + 1 racines distinctes, il est donc nul.

On retrouve un résultat connu : si (yo, ..., y,) € K**1 il existe un unique polynéme P € K,[X] tel que P(a;) = y;
pour tout i € [0, n], il s’agit du polynéme obtenu par interpolation de Lagrange.

Théoréme du rang, forme géométrique

Soit f € Z(E, F). On suppose que G est un supplémentaire de Ker f dans E. Alors, fg : z — f(x) définit un
isomorphisme de G dans Im f.

Démonstration. L application fg est linéaire car f Uest et est a valeurs dans Im f, donc fg € Z(G,Im f).

— OnaKer feg =GnKerf={0g} car G et Ker f sont en somme directe, donc fg est injective.

— Siy € Im f, on considére x € E tel que f(z) = y, et on écrit x = x1 + 2 ou x1 € Ker f et x2 € G, on a alors
y = f(x) = f(x2) = fa(x2). Ainsi, fi est surjective. O

Théoreme du rang

Si E est de dimension finie et f € Z(E, F), alors
dim F = dimKer f + dimIm f = dimKer f + rg f.

Démonstration. On sait que Ker f admet un supplémentaire G dans F qui est de dimension finie. D’apres le théoreme
précédent, G et Im f sont isomorphes. Ainsi, Im f est de dimension finie, et dimIm f = dim G. Ceci conclut car comme
E=Kerf@®G, onadimG =dimFE — dimKer f, donc rg f = dimIm f = dim E — dim Ker f. O

Remarque. On notera bien que rien n’est supposé sur l'espace d’arrivée, la formule ci-dessus est donc valable lorsque
F est de dimension infinie.

4. Représentation matricielle

Définition - Matrice d’une application linéaire

Soient E, F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie, de bases respectives # = (e1,...,ep) et € = (€1,...,€n).
Si f € Z(E,F), on appelle matrice de f relativement aux bases % et ¢ la matrice Mate (f(e1),...,¢(ep)). On
la note Matg «(f).

fle)  fle2) ... flep)

Matgz «(f) = Maty (f(el)’-~-7f(€p)) =

Remarques.

— On note parfois f(#) = (f(e1,..., f(en)), de sorte qu’on peut écrire Matg «(f) = Matx (f(A)).

— Cas d’un endomorphisme : si E = F et si la base 9 est choisie au départ et a Uarrivée, on note Matg(f) au lieu
de Mat%,%(f).

— Sin=dimF, on a toujours Matg(Idg) = I,.
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Exemples.

1. Soient f € .Z(R3 R?) donnée par f : (z,y,2) — (x+2y+z, x—2) et B = (e1,e2,e3) et € = (£1,22) les bases
canoniques respectives de R? et R?2. Comme on a

fler) = f(1,0,0) = (1,1) = &1 + €9,
f(eQ) = f(0>170) = (270) = 2ey,
f(€3) = f(0,0,l) = (1’_1) = &1 — €2,
Matans (f(e1)) = (1 )+ Matin(Flea)) = (§) e Matan, (7Cea) = (1)) et

Si on change la base d’arrivée en ¢’ = (g/,e5), ot €] = (1,1) et ey = (—1,1), alors f(e1) = (1,1) = &},
f(eQ) = (270) = 6/1 - 5/27 et f(e?)) = (1771) = 76/23 donc :

1 1 0
Mat&?fg’(f) = (0 -1 _1> .
2. Soient f € £ (Ray[z]) définie par f: P — XP' + P(1), et % = (1, X, X?) la base canonique de Ry[X]. On a
f) f(X) f(XP)
1 1 1 1 f(l) =1,
Matg(f) = X ( 0 1 0 ), car fl@)=1
X2\ 0 0 2
Remarque. Si A € 4, ,(R) et &, € sont les bases canoniques respectives de K" et K? alors I’application linéaire ¢ 4

canoniquement associée a A a pour matrice A relativement aux bases % et € :

Matgg’c(gDA) = A.

Calcul des coordonnées de I'image d’un vecteur

Soient f e Z(FE,F) et B, € des bases respectives de E et F. Pour tout z € E, on a

Mate (f(z)) = Matg«(f) Matg(z).

Exemple. On reprend 'exemple ci-dessus : f € .Z(Ry[X]) est définie par f : P — X P'+P(1). A I'aide de la matrice de
f dans la base canonique £ de Ro[X] calculée ci-dessus, on peut calculer I'image par f du polynéme P = 1—X +2X?2 :

1 1 1 1 2
Matg(f(P)) = [0 1 Of[-1]=|—-1
0 0 2 2 4
On trouve alors bien que f(P) =2 — X + 4X2.
Remarques.
— On peut aisément généraliser ce résultat & une famille de vecteurs (z1,...,x,) de E :

Maty (f(.’L‘l)7 ey f($p)) = Mat@7cg(f) Matgg(wl, o ,xp).

— Le résultat ci-dessus permet de faire des calculs de noyaux et d’image d’une application linéaire f en calculant le

noyau et I'image d’une matrice de f : en effet, si z € E et y € F, alors en notant X = Matg(x) et Y = Mate(y)
et A= Mat@;g(f),

zeKerf & f(zr)=0p & AX=0,1 & XeKerd
yelmf < JzeFE, y=f(z) © IXeK’, YV =AX.

Exemple. Soit f € Z(Rs[X]| donnée par
P J € ZRalX] P f:P—2P— (X +1)P.
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Comme f(1) =2, f(X) =X — 1, et f(X?) = —2X, la matrice de f dans la base canonique % = (1, X, X?) est
f fX) 0 f(X?)

1 2 -1 0
A= X ( 0 1 -2 )
X? 0 0 0
— Déterminons Ker f : si P = a+bX +cX?, ona P € Ker f si et seulement si Matg(f) Matg(P) = 03 1, c’est-a-dire :

g *11 32 Z _ 8 - 20 —b=0 - b=2a
0 0 0 ) \o b—2c=0 c=a

Ainsi, P € Ker f si et seulement si P s’écrit a + 2aX + aX?, ce qui donne Ker f = Vect (X2 +2X + 1).
— Déterminons Im f : si Q € Ro[X], on a Q € Im f si et seulement si Matz(Q) € Im A. Or

a5} ) - () - (616)
On en déduit que Im f = Vect (1, X).

Le résultat suivant justifie la correspondance entre les applications linéaires entre deux K-espaces vectoriels de dimen-
sion finie et les matrices de ., ,(K).

Applications linéaires et matrices

Si E, F sont deux K-espaces vectoriels de dimension finie de bases respectives 4 et €, alors 'application

d: LEF) — MK
f —  Matg s (f)

oup=dimFE et n = dim F, est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

Représentation matricielles et opérations

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et % une base de E. Si f,g € Z(FE), alors

i. Matg(go f) = Matg(g) Matg(f),
ii. f est inversible si et seulement si Matg(f) € GL,(K), et Matg(f~!) = Matg(f) L.

Remarque. Si F est un K-espace vectoriel de dimension finie n, 'application

Z(E) — M, (K)
f = Matg(f)

est donc un isomorphisme d’anneaux. En particulier, si f € Z(E) et k € N, alors Matg,, (f*) = (Matgg(f))k.

5. Rang d’une matrice

Définition - Rang d’une matrice
Soit A € A, ,(R). On appelle rang de A, noté rg(A), la dimension de Im A, c’est-a-dire le rang de la famille
formée par ses vecteurs colonnes :

rgA = dimIm A = dim Vect (C4,...,Cp),

ouC1,...,Cp sont les colonnes de A. Autrement dit rg A = rg @4, ol 4 est I'application linéaire canoniquement
associée a A.

Remarque. Comme rg A = rgp4, on sait que rg A < min(p,n). En d’autres termes, le rang d’une matrice ne peut
excéder le nombre de ses lignes, ni le nombre de ses colonnes.
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Rang d’une application linéaire, rang d’une matrice

Soient E, F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie, de bases respectives Z et €. Si f € Z(E, F), alors

rg(Matz «(f)) = g f.

On retiendra que le rang de f € Z(F, F) est le rang de sa matrice relativement & n’importe quel couple de bases. Par

conséquent, le calcul du rang d’une application linéaire ou d’une famille de vecteur peut se ramener au calcul du rang
d’une matrice.

12 1
Exemple. SiP=X2—-X+1,Q=3X2+X +2et R=3X2+5X + 1, alors rg(P, Q, R) =rg(1 1 5).
1 3 3

Remarque. Le théoréme du rang entraine que si A € 4, ,(K), alors p = dimker A 4+ rg A.

6. Changement de base, équivalence, similitude

On désigne par E un K-espace vectoriel de dimension finie, et B = (eq,...,e,) et B’ = (€], ..., e,) sont deux bases
de E.

Définition - Matrice de passage
On appelle matrice de passage de la base % a la base £’ la matrice

P.%’,.%’ = Mat@/’%(IdE) = Matgg(%/).

Pg .z =
Il s’agit de la matrice de ., (K) dont les colonnes sont les coordonnées .
des vecteurs de %’ dans la base %.
Propriétés des matrices de passage
Si B, B' et PB" sont trois bases de F, alors
ngvggl est inversible, et (P@7@/)_1 = ng/vgg, ngﬁgglpgglﬁgg// = P{@“@N.

Exemple. On se place dans R?, muni de la base canonique 2 = (e1,ez) et de la base &' = (e}, ¢€h) avec ) = (1,1) et
eb=1(0,1). On a

v v
€1 €9 €1 €2

_ el 1 0 S el 1 0
Pam =, (1 1) o Pas= (—1 1>'

Vecteurs et changement de base

Siz € E et si on note X = Matg(z) et X' = Matg (z),ona: X = PgaX'.

Exemple. Revenons a l'exemple ci-dessus : si © = (2,2), alors on a X = Matg(z) = (3) On trouve les coordonnées

dans la base %’ en écrivant :
X' — P X — 1 0 2 _ 2
#'.% -1 1/\2 0)

Applications linéaires et changement de base

Soient F, F des K-espaces vectoriels de dimension finie, et %, %’ deux bases de E, ¢,%’ deux bases de F. Si
feZ(E,F), alors en notant : A = Matg «(f), A’ =Matw « (f), P=Pgws, Q= Pey, ona:

A = QAP
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Démonstration. 11 suffit de remarquer que Matg & (Idr) Matg «(f) Matg 2(Idg) = Matg & (Idpof o Idg). O

Matrices J,

Soient E, F' des K-espaces vectoriels de dimension finie avec dimE = pet dimF =n.Si f € Z(E,F)etrg f =7,
alors il existe une base 4 de E et une base ¥ de F telles que

Mataa(f) = Jos ot o= () €tan(®)

Démonstration. On remarque pour commencer que le théoréme du rang entraine que dim Ker f = p — 7.

On considére une base de Ker f, qu’on note (€,41,...,¢p). On peut ensuite ) fler) oo fler) fleria) oo flep)
compléter cette famille en une base # = (e1,..., e, €r41,...,€p) de E. f"‘_ ot ‘ 0 0
La famille (f(e1),. .., f(e.)) est libre : en effet si Ay f(e1)+...+A-f(er) = Op, He) .

alors par linéarité Aie; + ... \.e, € Ker f n Vect (e1,...,e.) = {Og}, donc o o0 o

A1 = ... = A, = 0. On peut donc compléter cette famille libre de F' en une 7‘ : : : : :
base € = (f(e1),..., f(er),ert1,...6n) de F. 0 o o 0 0
La matrice Matg «(f) est donc bien la matrice J, souhaitée. O

Remarques. Soit r € N*.

— Il y a une matrice J, pour chaque taille n x p de matrice. Lorsqu’on aura besoin de le préciser, on notera J?
la matrice J, de ), ,(K).

— La matrice J, est de rang 7.

Définition - Matrices équivalentes

Soient A, B € Ay, ,(K). On dit que A et B sont équivalentes s’il existe deux matrices inversibles P € GL,(K) et

€ GL, (K) tell
Q (K) telles que B = 0'AP.

Remarques.

— Si B € My p(K) est obtenue depuis A € 4, ,(K) par opérations élémentaires, alors A et B sont équivalentes.

— Deux matrices de ., ,(K) sont équivalentes si et seulement si elles représentent la méme application linéaire
dans deux couples de bases.

Equivalence et rang

Deux matrices de ., ,(K) sont équivalentes si et seulement si elles ont le méme rang.

Rang et transposition

Si Ae #, ,(K), alors g A =1g AT,

Remarque. On avait déja vu que le rang d’une matrice est le rang de la famille de ses colonnes, on déduit de ce qui
précede que c’est aussi le rang de la famille de ses lignes.

% Calcul du rang

Les opérations élémentaires permettent au moyen de I’algorithme du pivot de Gauss de se ramener sans changer
le rang & une matrice échelonnée, dont le rang est égal au nombre de ses lignes non nulles.

1 0o 1 3 1 0 1 3 Lo 1 3
Exemple. rg| 2 -1 1 1] =rg(0 -1 -1 5| =r1g (o 1 5) = 2.
-4 3 -1 3 0 3 3 15
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Définition - Matrices semblables
Soient A, B € #,(K). On dit que A est semblable a B s’il existe une matrice P € GL,,(K) telle que

B=rPrlAP

Remarques.

— La relation de similitude est une relation d’équivalence sur ., (K).
— Deux matrices semblables sont en particulier équivalentes, elles ont donc méme rang.

Similitudes et applications linéaires

Deux matrices sont semblables si et seulement si elles représentent le méme endomorphisme, chacune dans une
base donnée.

Remarque. On prendra garde au fait que la base d’arrivée de ’endomorphisme doit étre la méme au départ et a
Uarrivée : deux matrices A et B sont semblables si et seulement s’il existe un espace vectoriel E qui a pour bases

B, B et fe L(F) tels que
A =Matg(f), e B=Matg/(f).

Similitude et rang, trace, déterminant.
Si A, B € #,(K) sont semblables, alors

rg A =rg B, tr A = tr B, det A = det B.

Rappel. On rappelle que si A, B € #,,(K), alors tr(AB) = tr(BA).

Démonstration. Si A, B € .#,(K) sont semblables, alors elles sont équivalentes, donc ont méme rang. Par ailleurs,
si on P € GL,(K) est telle que B = P7'AP. On en déduit que tr B = tr(P71AP) = tr(APP™!) = trA, et
det(B) = det(P~!)det Adet P = (det P)~!det Adet P = det A. O

Définition - Trace et déterminant d’un endomorphisme

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie ayant pour base & et f € £(FE), on appelle alors :

— trace de f le scalaire tr(Matg(f)), qu’on note tr(f),
— déterminant de f le scalaire det(Matg(f)), qu’on note det(f).

Remarque. D’apres ce qui précede tr(f) et det(f) ne dépendent pas du choix de la base B de E.

7. Projecteurs, symétries

Dans cette partie, E désigne un K-espace vectoriel et F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E : tout
vecteur x € F s’écrit de maniére unique sous la forme

r=xp+xg, ou zpel, zged.

Dans toute la suite, nous utiliserons les notations ci-dessus.

G

va
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Définition-théoréme - Projecteur
Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E, on appelle projecteur sur F' parallélement a

G Tapplication
bp p: E - E

r = g

Ainsi définie, 'application p est un endomorphisme de FE.
L’application ¢q : x — z¢ définit alors un autre projecteur, et on dit que p et g sont des projecteurs associés.

Exemple. Sin e N*, on rappelle que ., (K) = .7, (K) @ 4, (K). Plus précisément, pour toute matrice M € .4, (K),
onaM=1(M+M")+3(M-MT"),avec 3(M+M")e.7,(K)et 3(M—M") € o,(K). Par conséquent, le projecteur

sur .7, (K) parallelement & 27,(K) est :
) p &) p:M—i(M+MT).

Remarques.
(x) =z  pour tout x € F,

() =0 pour tout z € G.

— Si E=F®G et p est le projecteur sur F parallelement a G, alors { Z
— Si de plus g est le projecteur sur G parallelement a F, alors :

p+q =1dg, et pg = qp = Ogp).

Caractérisation des projecteurs
Sipe Z(FE), alors p est un projecteur de F si et seulement si pop = p, et dans ce cas :
1. p est un projecteur sur Im p, parallelement a Ker p.
it. Imp = Ker(p — Idg).
En particulier, £ = Imp @ Ker p.

Dans une base % adaptée a la somme directe F = Imp @ Ker p = Ker(p — Idg) @ Ker p, la matrice d’un projecteur p
s’écrit :
pler) ... ples) plery1) ... plen)

er 1 0 0 7
Mata(p) = ) .
€rt1 0 0 0 0

F71 — 0 0 0 0 .

ot r = dim(Im p) = rgp. Ainsi, on a tr(p) = r = rg(p).

Définition-théoréme - Symétrie
Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E, on appelle symétrie par rapport a F paral-

lelement a G Papplication
s: EF — E

r > ITp—Iqg

Ainsi, définie, 'application s est un endomorphisme de E.

/ \ _"S(w)
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Caractérisation des symétries
Si s € Z(F), alors s est une symétrie de E si et seulement si s o s = Idg, et dans ce cas :

(i) s est la symétrie par rapport a Ker(s — Idg), parallelement & Ker(s + Idg),
(i) on a F = Ker(s — Idg) et G = Ker(s + Idg).

En particulier, £ = Ker(s — Idg) ® Ker(s + Idg).

Dans une base # adaptée a la E = E = Ker(s —Idg) @ Ker(s + Idg), la matrice d’une symétrie s s’écrit :

pler) ... ple,) plers1) .. plen)
er 1 0 ... 0 7
Matg(s) = o ! 0 0
Cr41 0 0 -1
€En L O 0 -1

Remarque. Si F = F @ G et p est le projecteur sur F', parallelement a G, et s est la symétrie par rapport a F
parallelement & G, alors s = 2p — Idg.

IV Formes linéaires et hyperplans

Définition - Hyperplan
Si H est un sous-espace vectoriel de F, on dit que H est un hyperplan de E si H est le noyau d’une forme linéaire
non nulle de E.

Exemples.

1. Comme ¢ : (z,y,2) — 3x+2y—2z est une forme linéaire non nulle de R3, Ker ¢ = {(m, y,2) R, 3o +2y—2 = 0}
est un hyperplan de R3.

2. Comme @ : P — P(2) est une forme linéaire non nulle de R,[X], Kery) = {P € R,[z], P(2) =0} est un
hyperplan de R,,[x].

3. L’hyperplan {f € %,([0,1],R), fé f(t) dt = 0} est associé a la forme linéaire f — ﬁ) f(t)dt de €°([0,1], R).

Caractérisation des hyperplans

Un sous-espace vectoriel H de E est un hyperplan de E si et seulement s’il existe un sous-espace vectoriel D de
EtelquedimD =1et E=H®D.

Remarque. Si F est un espace vectoriel de dimension finie n, alors un sous-espace vectoriel H de E est donc un
hyperplan de F si et seulement si dim H = n — 1.

Equations d’un hyperplan

Si ¢ et ¢ sont deux formes linéaires non nulles sur E telles que H = Ker ¢ = Ker v, alors ¢ et ¥ sont colinéaires.

Intersection d’hyperplans
Si E est de dimension finie n,

— si Hy,..., H,, sont des hyperplans de E, alors dim(Hy n ... Hy,) = n—m,

Lycée Montesquieu 20



MP — Mathématiques 2026-27

— si I est un sous-espace vectoriel de ¥ de dimension n — m, il existe des hyperplans Hy, ..., H,, de E tels
que F=Hin...n H,.
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